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Vorwort 


Die vorliegende Arbeit soll den Begriff ‚„Versuchsvorschrift‘“‘, auf 
dem sich die ganze Wahrscheinlichkeitsrechnung aufbauen läßt, 
systematisch klären und untersuchen, wie sich neue Versuchsvor- 
schriften aus gegebenen herleiten lassen. 

Diese Art der Begründung wurde erstmalig!) 1933 versucht und 
1936 fortgeführt?). 

Inzwischen hat diese Auffassung vor allem in Amerika zahlreiche 
Anhänger gewonnen. Auch Herr v. Mises, der als erster die Wahr- 
scheinlichkeitstheorie als Naturwissenschaft erkannt und sie als 
solche zu begründen und durchzuführen versucht hat, (vor seinen 
Arbeiten?) handelte es sich eigentlich nur um unzusammenhängende 
— allerdings manchmal sehr schwierige — analytische Unter- 
suchungen ohne gemeinsame Grundlage) sieht neuerdings?“) in ihr 
eine aussichtsreiche Fortbildung seiner Grundgedanken, sofern sie 
ihre Anfangsmängel überwindet. 

Diese Anfangsmängel in 1. und 2. bestanden hauptsächlich darin, 
daß die möglichen Übergangsarten von einer Versuchsvorschrift zu 
einer anderen nicht systematisch geklärt wurden und deshalb eine 
einheitliche Ableitung der Grundaufgaben der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung auf Schwierigkeiten stieß. 

Daß diese Anfangsmängel inzwischen überwunden sind, wird dies 
Buch zeigen. 

-Da diese Fortschritte die Tendenz des Gesamtplanes des Buches 
erkennen lassen, sollen sie hier angeführt werden. 


ı) E. Tornier: Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Acta math. 
Bd. 60, S. 239—380. 

°) E. Tornier: Wahrscheinlichkeitsreehnung und allgemeine Integrations- 
theorie, Teubner, Leipzig 1936. 

2a) v. Mises: Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Math. Zeit- 
schrift 5, S. 52—99, 1919. 

3b) yv. Mises: Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Anwendungen, 
Deuticke, Leipzig-Wien 1931. 

®)v. Mises: Wahrscheinlichkeit, Statistik und Wahrheit, 3. Auflage, 
Springer Verlag, Wien, 1951. 


Wir stehen völlig auf dem Standpunkt von Herrn v. Mises, 
daß die Wahrscheinlichkeitsrechnung eine mathematische Natur- 
wissenschaft ist und die Ausgangswahrscheinlichkeiten Material - 
konstanten des Versuchsvorgangs sind, die den Versuchsvorgang 
charakterisieren. Die konsequente Durchführung dieses Gesichts- 
punktes hat nun drei Ergebnisse geliefert, in denen uns der wesent- 
liche Fortschritt über das in 1. und 2. Erreichte hinauszuliegen 
scheint. 

Erstens zwingt diese Auffassung zu dem Schluß, daß diese 
Materialkonstanten nicht zahlenmäßig durch den Versuchsvorgang 
„absolut‘‘ gegeben sein können. Jedes etwa durch eine echt mono- 
tone Funktion aus dem Angenommenen transformierte Konstanten- 
system ist ja offenbar zur Charakterisierung des Versuchsvorganges 
ebenso fähig. 

Es war deshalb unsere Aufgabe, die Axiome der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung so weit zu fassen, daß sie dieser Tatsache Raum geben. 
Dabei zeigte sich etwas sehr Überraschendes: Außer den durch echt 
monotone stetige Funktionen im genannten Sinne auf additive 
Wahrscheinlichkeiten normierbaren Wahrscheinlichkeitsrechnungen 
sind solche mathematisch restlos durchführbar, in denen bei drei Er- 
eignissen a, b, c, wo a und c sowohl als b und c sich ausschließen und 
w(a) = w(b) gilt, nicht w(ave) = w(bvc) mit v = „oder“ gefolgert, 
werden kann. Solche Wahrscheinlichkeitsrechnungen — sie werden 
„irregulär‘‘ genannt — sind natürlich nicht auf additive zurückführ- 
bar. Zwar sind Anwendungsmöglichkeiten fürsolche Wahrscheinlich- 
keitsrechnungen uns unbekannt, aber dem mathematischen Fort- 
schritt pflegen ja die Anwendungsmöglichkeiten zu folgen. 

Zweitens: Aus der Auffassung, daß die Ausgangswahrscheinlich- 
keiten Materialkonstanten sind, die den Versuchsvorgang charak- 
terisieren, folgen völlig zwangsläufig vier Grundsätze, die gestatten, 
alle Möglichkeiten des Überganges von einer Versuchsvorschrift zu 
einer anderen durch bekannte mathematische Begriffe vollständig 
zu erfassen (vergl. $ 3). 

Drittens ist hervorzuheben, daß die hier behandelte Theorie völlig 
im Endlichen operiert und jede errechnete Wahrscheinlichkeit direkt 
oder indirekt mit der entsprechenden relativen Häufigkeit in einer 
geeigneten langen Versuchsreihe verglichen und so überprüft werden 
kann. 

Wir können und wollen daher z.B. nicht die Frage nach der Wahr- 
scheinlichkeit dafür beantworten, daß die 6 in einer unendlichen 
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Würfelversuchsreihe nurendlich oft fällt, wir können nur fragen, was 
wird die 6 bis zum trillionsten oder hunderttrillionsten Versuch tun ? 
Wir können auch nicht die Frage stellen, ob ein Spieler seine Chancen 
dadurch verbessern kann, daß er beim Würfeln ‚immer‘ nur auf 
die einem Ergebnis 3 folgenden Versuche setzt, wir können nur 
zeigen, daß er seine Chancen nicht ändert, wenn er bis zum trillion- 
sten oder hunderttrillionsten Versuch so verfährt. 

Dieses Bleiben im Endlichen beschränkt die mathematische Reich- 
weite der Theorie nicht, denn alle echten Sätze der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung sind in diesem Sinne finit. Den Eindruck des Infiniten 
erwecken am stärksten die sogenannten Gesetze der großen Zahlen. 
Diese Fragen lassen sich aber wie folgt schematisieren: Gegeben sei 
eine Eigenschaft E, die jeder Versuchsserie der Länge n (n variabel) 
entweder zukommt oder nicht zukommt. Für die Gesamtkeit en der 
E genügenden Versuchsserien der Länge n existiert eine Wahr- 
scheinlichkeit w„. Untersucht wird das analytische Verhalten von 
Wn bei wachsendem n unter Hinzunahme spezieller Voraussetzungen 
über die Ausgangswahrscheinlichkeiten. Also ist auch dieser Problem- 
kreis vom Unendlichen ganz frei und macht nur Aussagen über be- 
liebig lange, nie aber über unendliche Versuchsreihen. 

Die klare Herausstellung, daß es sich um eine in diesem Sinne im 
Endlichen operierende Theorie handelt, ist insbesondere einer der 
philosophischen Grundgedanken, die den Anteil des Mitautors 
Domizlaff bilden. Ein Anteil, der nicht nur die Formulierungen, 
sondern auch die Gedankenführung grundlegend beeinflußt hat. 

Mathematisch gesehen wird dies Bleiben im Endlichen und die 
Vergleichbarkeit jeder errechneten Wahrscheinlichkeit mit den ent- 
sprechenden relativen Häufigkeiten durch folgendes ermöglicht: 

Unsere Theorie ist eine Inhalts- aber keine Maßtheorie, und zwar 
eine Inhaltstheorie, in die als Grundelemente (,‚‚Intervalle“) nur 
endliche Versuchsreihen eingehen. Das bedeutet natürlich nicht, daß 
wir die Maßtheorie als bequemes Werkzeug zur Berechnung von 
Wahrscheinlichkeiten (Inhalten) ablehnen. Wir lehnen nur ab, die- 
jenigen Maße, die nicht zugleich Inhalte sind, als Wahrscheinlich- 
keiten zu bezeichnen, weil sie stets erfahrungstranszendente, mit 
keiner relativen Häufigkeit vergleichbare Aussagen machen. Außer- 
dem würde es bei Gleichsetzung von Maß und Wahrscheinlichkeit 
nicht mehr möglich sein, durch die vier — unter „zweitens“ ge- 
nannten — aus der Grundauffassung zwangsläufig folgenden 
Prinzipien den Bereich der Erzeugungsmöglichkeiten von Versuchs- 
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vorschriften aus anderen ($ 3) eindeutig zu erfassen ; auch dies spricht 
gegen die Gleichsetzung von Maß und Wahrscheinlichkeit. 

Nun zum Aufbau des Buches: 

Der erste Teil stellt den Stoff unter Vermeidung von Beweisen so 
dar, daß wir hoffen, auch Nichtmathematikern einen Überblick über 
die Probleme und ihre Lösungen zu vermitteln. 

Der mathematische Anhang entwickelt zunächst die allgemeine 
Maß- und Inhaltstheorie vollständig, soweit sie für die Beweise der 
Behauptungen des ersten Teils gebraucht wird. 

Diese Beweise folgen dann entsprechend der Reihenfolge der Be- 
hauptungen im ersten Teil. 


November 1951 
Erhard Tornier, Hamburg 
Hans Domizlaff, Hamburg 
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Teil I 
Die Probleme und ihre Lösungen 


g1 
Die Versuchsvorschrift 


An Hand von Beispielen wollen wir die Grundbegriffe und ihr 
Verhältnis zueinander klären. Die Worte „glatte Ablaufsregelung‘“ 
und „verknotete Ablaufsregelung‘“ werden durch Definition 1,3 er- 
klärt werden. 


0.) Glatte Ablaufsregelungen. 


Beispiel 1. Es soll mit einem bestimmten nicht notwendig „rich- 
tigen‘ Würfel beliebig oft geworfen und jedesmal die oben liegende 
unter den Ziffern 1 bis 6 als Versuchsergebnis notiert werden. 

Dabei bedeutet ‚beliebig oft‘, daß es sich um jede endliche An- 
zahl, die aber stets als vergrößerungsfähig gedacht ist, von Würfen 
handeln kann. 

Dies ist eine Versuchsvorschrift. 

Sie legt zwei qualitativ verschiedene Komponenten fest: 

a) die Ablaufsregelung, die den Versuchsvorgang mit diesem spe- 
ziellen Würfel beschreibt 

b) die Anschreibregel, die angibt, was jeweils als Versuchsergebnis 
notiert werden soll, hier also die Angabe, daß jede obenliegende 
Ziffer zu notieren ist. 

Der Begriff Versuchsvorschrift beinhaltet die Vorstellung, daß der 
Versuchsablauf jederzeit unterbrochen und wieder mit dem ersten Ver- 
such begonnen werden darf. Der n-te Versuch kann, wie es schon das 
Wort sagt, nur im Anschluß an die (n—1) ersten Versuche ausgeführt 
werden. 

Die Anschreibregel ist von der Ablaufsregelung in dem Sinne un- 
abhängig, daß man bei Festhalten der Ablaufsregelung — also bei 
festem Versuchsmaterial und festem Versuchsvorgang — die ver- 
schiedensten Anschreibregeln wählen und dadurch neue Versuchs- 
vorschriften erzeugen kann. 


Dies sollen einige Beispiele klarmachen. 

Beispiel 2. Im Beispiel 1 soll die Anschreibregel dahin abgeändert 
werden, daß nach jedem Versuch das Quadrat der unten liegenden 
Ziffer zu notieren ist. 

Beispiel 3. In Beispiel 1 soll die Anschreibregel dahin abgeändert 
werden, daß nur jede zweite oben liegende Ziffer zu notieren ist, daß 
also die Ergebnisse des 1-ten, 3-ten, 5-ten, usw. Versuchs nicht be- 
achtet werden sollen. 

Beispiel 4. Im Beispiel 1 soll die Anschreibregel dahin abgeändert 
werden, daß bei jedem Versuch nur zu notieren ist, ob die oben 
liegende Zahl gerade (g) oder ungerade (u) war. 

Beispiel 5. In Beispiel 1 soll die Anschreibregel dahin geändert 
werden, daß beim Notieren jede zweite fallende 6 durch 1 zu er- 
setzen ist. 

Beispiel 6. Im Beispiel 1 soll die Anschreibregel dahin abgeändert 
werden, daß die Summe des 1-ten und 2-ten, des 2-ten und 3-ten, 
des 3-ten und 4-ten, usw. Ergebnisses zu bilden und zu notieren ist. 

Beipiel 7. Im Beispiel 1 soll die Anschreibregel dahin abgeändert 
werden, daß nach Vorgabe einer beliebigen festen Zahl N bis zum 
N-ten Versuch einschließlich nur die auf ein Ergebnis 1 unmittelbar 
folgenden Ergebnisse zu notieren sind, vom (N + 1)-ten Versuch ab 
aber wieder alle Ergebnisse. 

Beispiel 8. In Beispiel 1 soll die Anschreibregel dahin geändert 
werden, daß nach dem Fallen einer geraden Zahl das nächste Er- 
gebnis stets um 1 zu vermehren, bzw. falls dieses eine 6 ist, durch 1 
zu ersetzen ist. 

Die Beispiele 2 bis $ entstehen also aus 1 durch Abänderung der 
Anschreibregel unter Festhalten der Ablaufsregelung, d. h. des Ver- 
suchsmaterials und des Wurfvorganges. 

Um den Begriff der Anschreibfolge herausarbeiten zu können, 
geben wir zwei weitere Versuchsvorschriften an. 

Beispiel 9. Aus einem homogenen Stab mit quadratischem Quer- 
schnitt schneiden wir durch 2 parallele Schrägschnitte einen durch 
6 Parallelogramme begrenzten Körper heraus und zwar so, daß 2 
(gegenüberliegende) unter den 4 Parallelogrammen, die Teile der 
ursprünglichen Staboberfläche sind, Rechtecke werden. Die beiden 
durch die Schrägschnitte entstandenen Flächen beziffern wir mit 
5 bzw. 6, die anderen mit 1 bis 4. Dieser 6-Flächner soll nun als 
„Würfel“ benutzt und die jeweils obenliegende unter den 6 Ziffern 
soll notiert werden. 
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Beispiel 10. In Beispiel 9 soll die Anschreibregel dahin geändert 
werden, daß bis zu einer vorgegebenen Stelle N stets nur die Ziffern 
1 bis 4 notiert 5 und 6 aber im Falle des Auftretens ausgelassen 
werden. Dagegen soll von der (N + 1)-ten Stelle ab wieder jedes 
Ergebnis notiert werden. 

Diese Beispiele werden uns nun zum Begriff der Anschreibfolgen 
einer Versuchsvorschrift führen. 

Die Anschreibregel gab an, was bei den Versuchen — von denen es 
stets nur endlich viele gab — zu notieren ist und zwar für jede noch 
so lange endliche Versuchsreihe. Deshalb erklären wir: 

Definition 1,1. Jede unendliche Folge, die nach der Anschreib- 
regel rein kombinatorisch (d. h. unabhängig vom Ausfall der Ver- 
suche) zulässig ist, heißt eine Anschreibfolge der Versuchsvorschrift. 
Die Gesamtheit aller Anschreibfolgen einer Versuchsvorschrift heißt 
ihre Folgenmenge. (Sie wird stets mit B bezeichnet werden.) 

Wir wollen an unseren Beispielen diese Begriffe verfolgen. 

Für Beispiel 1 ist jede aus den Ziffern 1 bis 6 gebildete Folge 
— also auch 1, 1, 1.... — eine Anschreibfolge. 

Für Beispiel 2 ist jede aus den Zahlen 1, 4, 9, 16, 25, 36 bildbare 
Folge eine Anschreibfolge. 

Für Beispiel 3 ist es wie bei Beispiel 1. 

Für Beispiel 4 ist jede aus den Symbolen g und u gebildete Folge 
eine Anschreibfolge. 

Für Beispiel 5 ist jede aus den Ziffern 1 bis 6 gebildete Folge 
eine Anschreibfolge, sofern in ihr zwischen 2 Ziffern 6 die Ziffer ] 
mindestens einmal auftritt. 

Für Beispiel 6 ist die Sachlage komplizierter. Auftreten können die 
Zahlen 2 bis 12. Aber nicht alle aus diesen Zahlen bildbaren Folgen 
sind nach der Anschreibregel zulässig, sondern nur die unter ihnen, 
bei denen die Differenz zweier aufeinanderfolgender Zahlen dem 
Betrage nach kleiner als 6 ist. 

Für Beispiel 7 ist wieder jede aus den Ziffern 1 bis 6 bildbare 
Folge eine Anschreibfolge. 

Für Beispiel $ gilt dasselbe wie für Beispiel 7. 

Auch für Beispiel 9 handelt es sich um alle aus den Ziffern 1 bis 6 
bildbaren Folgen. 

Bei Beispiel 10 endlich ist es wie bei Beispiel 9. 

Die beiden letzten Beispiele nun sind nicht nur für das Vertraut- 
werden mit den Begriffen wichtig, sondern sie klären einen wesent- 
lichen Punkt. Sie zeigen nämlich, daß der Begriff „Anschreibfolge“ 
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nur von der Anschreibregel abhängt, nicht aber davon, ob ein Er- 
gebnis aus physikalischen Gründen eintreten kann oder nicht. 
Wenn nämlich die Gestalt des 6-Flächners — zu großes Überhängen 
der Schrägschnittflächen — aus physikalischen Gründen das Oben- 
liegen der 5 oder 6 verhindert, sich also nur die Zahlen 1 bis 4 reali- 
sieren können, so ist doch nach der Anschreibregel die Folgenmenge 
B der Versuchsvorschrift die Gesamtheit der aus den Ziffern 1 bis 6 
bildbaren Folgen und nicht etwa die Gesamtheit der aus den Ziffern 
1 bis 4 bildbaren. 

(Es sei ® eines der beiden Parallelogramme unter den Flächen 
1 bis 4, die nicht Rechtecke sind. a sei diejpnige Seite von ®, die zur 
Fläche 5 gehört. 

Trifft das vom Scheitel des a nicht anliegenden stumpfen Winkels 
von ® auf die Richtung von a gefällte Lot nur die Verlängerung 
von a, so hängt bei Stand auf der Fläche 5 der größere Teil des 
Körpers über, er kippt also um; schneidet dagegen das Lot a selbst, so 
befindet sich der Körper bei Stand auf der Fläche 5 bzw. 6 im 
Gleichgewicht. Im ersten Fall kann also 5 oder 6 aus physikalischen 
Gründen nicht Versuchsergebnis sein!) 

Der Begriff „‚Anschreibfolge“ ist also rein kombinatorisch durch 
die Anschreibregel festgelegt und nicht durch physikalische Er- 
wägungen mitbestimmt. Er ist eine rein mathematische Begriffs- 
bildung, da einmal ja eine unendliche Versuchsreihe nicht ausführ- 
bar ist und zweitens — wie die beiden letzten Beispiele lehren —, 
nicht einmal jeder endliche Anfangsabschnitt einer Anschreibfolge 
Bild einer Ergebnisserie zu sein braucht. (In Beispiel 9 ist im ersten 
Fall z.B. die Anfangsserie 1, 3, 6 nicht physikalisch realisierbar.) 
Deshalb erklären wir: 

Definition 1,2. Jeder Anfangsabschnitt einer Anschreibfolge soll 
eine Anschreibserie heißen. Soll die physikalische Realisierbarkeit 
einer Anschreibserie besonders betont werden, so wollen wir von 
einer Ergebnisserie sprechen. 

Natürlich können in jedem Versuch auch unbeschränkt viele Er- 
gebnisse möglich sein. Dies lehrt 

Beispiel 11. Die Mantelfläche einer zylindrischen Walze sei durch 
achsenparallele Gerade in Querstreifen zerlegt. Der erste Streifen 
umfasse die Hälfte der Mantelfläche, der anschließende Streifen 
umfasse ein Viertel, der anschließende dritte Streifen umfasse ein 
Achtel der Mantelfläche usw., so daß also der anschließende Streifen 
stets gleich der Hälfte des vorhergehenden ist. Die Trennungsgerade 
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zwischen zwei Streifen werde stets zum kleineren gerechnet und die 
nun noch freie Grenzgerade des ersten Streifens zu diesem selbst. 
Dann gehört jeder Punkt der Walzenoberfläche genau einem Streifen 
an. Die Streifen sollen nach fallender Größe mit 1, 2, 3, ... bezeich- 
net sein. 

Die Versuchsvorschrift selbst laute: 

Die Walze werde auf horizontaler Ebene beliebig oft gerollt und 
jedesmal notiert, auf welchem Streifen sie zur Ruhe kommt. 

Jede aus den natürlichen Zahlen herstellbare Folge ist also eine 
Anschreibfolge der Versuchsvorschrift. 

Natürlich ist es auch nicht nötig, daß jedes Versuchsergebnis nur 
durch eine einzelne Zahl oder ein einzelnes Symbol (z. B. wie oben 
g und u) gekennzeichnet ist, wie es bisher der Fall war. Es braucht 
also nicht jede Anschreibfolge nur eine Folge einzelner Zahlen oder 
Symbole zu sein, sondern es können auch sozusagen mehrdimen- 
sionale Merkmale jedes Versuchsergebnis charakterisieren. Dies 
kann z. B. dann der Fall sein, wenn mehrere Versuchsobjekte gleich- 
zeitig in den Versuchsablauf eingehen. 

Beispiel 12. Wir haben 3 Würfel, von denen der erste schwarz, 
der zweite weiß und der dritte rot gefärbt sei. 

Die Versuchsvorschrift laute: 

Es soll mit den drei Würfeln gleichzeitig geworfen und jedesmal 
der Reihe nach notiert werden, welches Ergebnis der schwarze, der 
weiße und der rote Würfel oben zeigt. Hier ist also jedes Ergebnis 
ein geordnetes System von drei Ziffern, deren jede die Werte 1 bis 6 
annehmen kann. Jede aus diesen Dreiersystemen (es gibt deren 
6-6-6 = 216) bildbare Folge ist also eine Anschreibfolge der Ver- 
suchsvorschrift. 

Auch Naturvorgänge, die nichts mit Spielvorschriften zu tun 
haben, fallen unter diese Begriffsbildungen, sobald die Art der Be- 
obachtung geeignet festgelegt ist. Dafür 

Beispiel 13. Die Bewegung eines Moleküls eines Gases soll in 
einem würfelförmigen Behälter von 10 cm lichter Seitenlänge ver- 
folgt werden. Wir denken uns den Behälter in Kubikmillimeter 
(also 100°) untergeteilt und diese irgendwie mit 1 bis 1000000 be- 
ziffert. 

Zu Beginn jeder Sekunde soll notiert werden, in welchem dieser 
Würfelchen sich unser Molekül befindet. Auch dies ist in unserem 
Sinne eine Versuchsvorschrift. Dem Versuchsablauf entspricht die 
Bahn des Moleküls. Die Anschreibregel besteht in der Festsetzung, 
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daß zu Beginn jeder Sekunde dasjenige Würfelchen notiert werden 
soll, in dem das Molekül sich gerade befindet. 
Anschreibfolgen sind also alle aus den Zahlen 1 bis 1000000 bild- 


baren Folgen. 


ß) Verknotete Ablaufsregelungen. 

Unsere bisherigen Beispiele hatten alle etwas Gemeinsames: Wohl 
konnte — wie in Beispiel 8 — die Anschreibregel im n-ten Versuch 
vom Ergebnis des (n— 1)-ten Versuchs abhängig sein, nie aber galt 
bisher Entsprechendes für die Ablaufsregelung. Sie konnte bisher 
sozusagen „blind‘ vor sich gehen, d.h. ohne Kenntnis vorher- 
gehender Versuchsergebnisse. 

Nun werden wir Versuchsvorschriften betrachten, bei denen die 
Ablaufsregelung im n-ten Versuch von vorhergehenden Versuchs- 
ergebnissen abhängt. 

Beispiel 14. Gegeben sei ein Würfel und ein Tetraeder (ein durch 
4 gleichseitige Dreiecke begrenzter Körper), dessen Flächen mit 
1 bis 4 bezeichnet seien. 

Die Versuchsvorschrift laute: Ist das n-te Ergebnis gerade, so erfolgt 
der (n-+1)-te mit dem Tetraeder. Der erste Wurf erfolgt stets mit 
dem Würfel. Es soll immer die unten liegende Zahl notiert werden. 

Jede aus den Ziffern 1 bis 6 bildbare Folge ist eine Anschreibfolge, 
wenn in ihr auf eine gerade Ziffer weder 5 noch 6 folgt. 

Die Ablaufsregelung erfolgt hier nicht mehr, wie bei den glatten 
Ablaufsregelungen, blind. Es sind vielmehr zwei Beobachtungs- 
reihen gegeben, von denen die erste die Konstitution der Ablaufs- 
regelung bestimmt, während erst die zweite die Anschreibregel ist. 
Natürlich können beide formal übereinstimmen. In Beispiel 14 ist 
dies der Fall, wenn man vorschreibt, daß bei jedem Ergebnis nur 
gerade (g) oder ungerade (u) notiert werden soll. 

Wir wollen für solche „verknoteten‘“ Ablaufsregelungen noch ein 
Beispiel bringen. 

Beispiel 15. Es seien unbeschränkt viele Schachteln gegeben, 
deren n-te (n =], 2, 3, ...)n Walzen enthält, die die Nummern 
1 bis n tragen und in je n-+ 1 bezifferte Längsstreifen geteilt sind, 
wobei die Einteilungen der n Walzen der n-ten Schachtel nicht ähn- 
lich zu sein brauchen. 

Die Versuchsvorschrift laute: 

Die einzige Walze der ersten Schachtel wird gerollt und notiert, 
auf welchem ihrer beiden Streifen sie zur Ruhe kommt. Darauf 
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wird aus der zweiten Schachtel die Walze mit der Ergebnisnummer 
des ersten Versuchs (1 oder 2) zum zweiten Versuch benutzt. Darauf 
wird aus der dritten Schachtel die Walze mit der Ergebnisnummer 
des zweiten Versuchs zum dritten Versuch benutzt und allgemein 
zum n-ten Versuch die Walze der n-ten Schachtel, die die Ergebnis- 
nummer des (n — 1)-ten Versuchs trägt. 

Die Anschreibregel laute: Es werde stets die um 1 vermehrte Zahl 
des Streifens notiert, auf dem die Walze zur Ruhe kam. 

Die Anschreibfolgen dieser Versuchsvorschrift sind alle Folgen, die 
an 1-ter Stelle 2 oder 3, an zweiter Stelle 2 oder 3 oder 4 und allge- 
mein an n-ter Stelle 2 oder 3 oder 4, oder ... oder n+2 aufweisen. 

Nunmehr erklären wir: 

Definition 1,3. Die Ablaufsregelung einer Versuchsvorschrift 
bzw. diese selbst heißt ‚glatt‘, wenn die Ablaufsregelung im n-ten 
Versuch von den Ergebnissen der vorhergehenden Versuche für 
jedes n unabhängig ist. Anderenfalls heißt die Ablaufsregelung bzw. 
die Versuchsvorschrift selbst ‚‚verknotet.“ 

Zusammenfassend können wir sagen: 

Die Versuchsvorschrift legt Ablaufsregelung und Anschreibregel 
eindeutig fest. Die Anschreibregel bestimmt eindeutig die Gesamt- 
heit B der Anschreibfolgen. Diese Gesamtheit abstrahiert von den 
speziellen Eigenschaften der Versuchsobjekte (,‚richtiger‘‘ oder 
„falscher“ Würfel) und erschöpft rein kombinatorisch alle durch die 
Anschreibregel zugelassenen Möglichkeiten. 

Trotzdem wird gerade diese Gesamtheit B das Rohmaterial sein, 
in das sich die materiellen Spuren der Versuchsobjekte einprägen 
lassen, wie wir in den folgenden Paragraphen zeigen werden. Wir 
sagen die Spuren und nicht etwa Spuren, weil wir nicht kleine Reste 
sondern im Gegenteil etwas meinen, was gerade das hier Wesent- 
liche des in die Versuchsvorschrift eingehenden Materials festhält. 


82 
Das durch die Versuchsvorschrift induzierte 
Wahrscheinlichkeitsfeld 
Alte Erfahrungen lehren, daß zwischen den Spielergebnissen mit 
einem „richtigen‘‘ Würfel und denen mit einem ‚falschen‘ (etwa 
einseitig mit Blei ausgegossenem) Würfel große Unterschiede be- 
stehen, trotzdem zu beiden Würfeln gleiche Folgenmengen B ge- 
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hören. Noch deutlicher — weil ohne Versuche zu übersehen — ist 
dies, wenn man einmal mit einem richtigen Würfel und zweitens mit 
dem Schrägkörper aus $ 1 Beispiel 9 im instabilen Fall spielt, bei 
dem also 5 und 6 aus Gleichgewichtsgründen nie fallen kann. Auch 
hier stimmen die Folgenmengen B überein. 

Man sieht somit: 

Das in die Versuchsvorschrift eingehende Versuchsmaterial wirkt 
sich bei größerer Versuchsanzahl in der durchschnittlichen Häufig- 
keit der einzelnen Versuchsergebnisse aus. 

Der Grad dieses Auswirkens wird nun durch die Wahrscheinlich- 
keiten — Zahlenwerte zwischen 0 und 1, die Grenzen einschließlich 
— gemessen. 

Diese Zahlenwerte sind somit durch die Versuchsvorschrift ge- 
wissen Eigenschaften ihrer Anschreibfolgen zugeordnet; eine solche 
Eigenschaft wäre z. B., daß eine Anschreibfolge an 1-ter Stelle eine 
5 an 3-ter Stelle eine 3 und an 13-ter Stelle eine 1 aufweist. Dieser 
Eigenschaft entspricht genau die Menge aller der Anschreibfolgen 
aus B, die diese Eigenschaften haben. Die Bewertungszahl (Wahr- 
scheinlichkeit) kann also an Stelle der Eigenschaft auch stets der 
Menge aller der Anschreibfolgen aus B, die die Eigenschaft haben, 
zugeschrieben werden. Somit können wir sagen: 

Die Versuchsvorschrift bewertet durch die Wahrscheinlichkeits- 
größen gewisse Teilmengen der Folgenmenge B, die zur Versuchs- 
vorschrift gehört. 

Mit dem System dieser bewerteten Teilmengen von B wollen wir 
uns nun befassen und sagen: 

Definition 2,1. Das System der durch die Versuchsvorschrift 
bewerteten Teilmengen ihrer Folgenmenge B heißt einschließlich 
dieser Bewertungen (Wahrscheinlichkeiten) das durch die Versuchs- 
vorschrift induzierte ‚Wahrscheinlichkeitsfeld‘“‘ F. 

Der Umfang des Wahrscheinlichkeitsfeldes und die Verknüpfungs- 
regeln in ihm sowohl in bezug auf das Mengensystem (die Eigen- 
schaften) als auch in bezug auf die Bewertungen (Wahrscheinlich- 
keiten), ist nun zu untersuchen. 

Wir wollen die Bedingungen (Axiome) ermitteln, denen das Wahr- 
scheinlichkeitsfeld F unbedingt genügen muß, damit überhaupt eine 
Wahrscheinlichkeitsrechnung möglich wird. 

Es werden sich im ganzen 10 Axiome anfinden, die in 4 Gruppen 
zerfallen, deren erste und letzte je ein Axiom enthält, während die 
zweite und dritte Gruppe aus je vier Axiomen besteht. 
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Durch die erste Gruppe wird nur die Eindeutigkeit der Wahr- 
scheinlichkeit gesichert, die zweite Gruppe legt fest, welche Mengen 
mindestens zum Wahrscheinlichkeitsfeld F gehören müssen und 
welche logischen Verknüpfungsoperationen zwischen diesen Mengen 
immer ausführbar sind. Die dritte Gruppe gibt Zusammenhänge 
zwischen den Wahrscheinlichkeitsgrößen, die den Mengen aus F zu- 
geordnet sind. Die vierte Gruppe endlich legt den genauen Umfang 
des Wahrscheinlichkeitsfeldes fest. 

Wir zeichnen zunächst eine bestimmte Art von Teilmengen von B 
durch einen Namen aus. 

Definition 2,2. Die Gesamtheit der Anschreibfolgen aus B, die 
denselben Anfangsabschnitt der Länge n gemeinsam haben — die 
also mit derselben Anschreibserie der Länge n beginnen — soll eine 
„Grundmenge n-ter Stufe‘ heißen. B selbst soll als Grundmenge 0-ter 
Stufe gelten und auch die leere Menge soll den Grundmengen zu- 
gerechnet werden, ohne daß ihr eine Stufe beigelegt wird. 

In Beispiel 1 $ 1 bilden also z.B. alle mit 1, 3, 5, 4 beginnenden 
Anschreibfolgen eine Grundmenge 4-ter und alle mit 1,1, 1,1, 1,1 
beginnenden Anschreibfolgen eine Grundmenge 6-ter Stufe. 


Erste Axiomengruppe 


Axioml. 
Eindeutigkeit der Wahrscheinlichkeit. 


Jeder Teilmenge A von B, die zum Wahrscheinlichkeitsfeld F gehört, 
ist eindeulig eine nichtnegalive Zahl — in Zeichen (F,A) — als 
Wahrscheinlichkeit zugeordnet, und speziell soll gelten: (F,B) =1 
und (F,0) =0. 

Diese letzte Festsetzung ist nur eine Normierung: Sie nimmt die 
Zugehörigkeit von B und 0 zu F, die erst durch die nächste Axiom- 
gruppe gesichert wird, aus Bequemlichkeitsgründen voraus. 

Wir wollen uns nun fragen, welche Mengen speziell zum Wahr- 
scheinlichkeitsfeld gehören müssen. 

Zunächst werden, wie bei jeder naturwissenschaftlichen Theorie 
Ausgangsgrößen für die Rechnung — aus denen dann andere be- 
rechnet werden — vorgegeben sein müssen. (Die Frage nach den 
Größen der Ausgangswerte im speziellen Fall — also etwa in jedem 
unserer Beispiele — ist nicht eine Frage an die Theorie, sondern an 
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die Natur, denn diese Ausgangswerte hängen von dem in die Ver- 
suchsvorschrift eingehenden Material und also der Art der Ablaufs- 
regelung ab.) 

Die Existenz der Ausgangswerte wird durch das erste Axiom der 
zweiten Gruppe gesichert. Zu ihm führt folgende Überlegung. 

Eine brauchbare Wahrscheinlichkeitsrechnung ist undenkbar, 
wenn man nicht nach der Wahrscheinlichkeit dafür fragen kann, 
daß in den n ersten Versuchen n vorgegebene Ergebnisse eintreten, 
wenn also die Frage nach der Wahrscheinlichkeit einer vorgegebenen 
Anschreibserie nicht statthaft ist. Da nun jeder Anschreibserie um- 
kehrbar eindeutig eine Grundmenge entspricht — nämlich die Ge- 
samtheit aller mit dieser Anschreibserie beginnenden Anschreib- 
folgen — kommen wir zum ersten Axiom der zweiten Gruppe, das 
die Existenz der Ausgangswerte sichert. 


Zweite Axiomgruppe (Mindestumfang von F) 


AxiomlIl. 


Existenz der Ausgangswahrscheinlichkeiten 


Das Wahrscheinlichkeitsfeld F enthält jede Grundmenge aus B. 

Die nächsten beiden Axiome dieser Gruppe sichern die unbe- 
schränkte Anwendbarkeit von drei logischen Operationen innerhalb 
des Wahrscheinlichkeitsfeldes F, ohne die ebenfalls eine brauchbare 
Wahrscheinlichkeitsrechnung undenkbar ist. 

a) Haben zwei Eigenschaften Wahrscheinlichkeiten (= gehören 
die entsprechenden Teilmengen A und ® von B zu F) so muß man 
auch von der Wahrscheinlichkeit dafür reden dürfen, daß eine An- 
schreibfolge mindestens eine der beiden Eigenschaften hat (= daß 
also die Menge, die aus allen und nur den Anschreibfolgen beider 
Mengen besteht, auch zu F gehört); diese Menge wollen wir stets mit 
Y-+B bezeichnen. 

ß) Es seien weiter a und b zwei Eigenschaften, die Wahrscheinlich- 
keiten haben, so daß also die zugehörigen Teilmengen X und ® aus 
B zu F gehören und es sei die Eigenschaft b ein Spezialfall der Eigen- 
schaft a, so daß also jede Anschreibfolge, die die Eigenschaft b be- 
sitzt, auch die Eigenschaft a hat. 

(Esseietwaa die Eigenschaft, daß eine Anschreibfolge mit 1, 3, 5 be- 
ginnt und b.die Eigenschaft, daß eine Anschreibfolge mit 1, 3,5, 4,4, 2 
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beginnt). Dann enthält U die Menge ® vollständig (In Zeichen 
>). In solchen Fällen wird in einer brauchbaren Wahrschein- 
lichkeitsrechnung die Frage nach der Waährscheinlichkeit dafür er- 
laubt sein müssen, daß eine Anschreibfolge zwar die Eigenschaft a 
hat, aber nicht die Eigenschaft b besitzt, das heißt also die Frage 
nach der Wahrscheinlichkeit der Menge Y—%, die aus allen und nur 
den Anschreibfolgen von X besteht, die nicht zu ® gehören. 

y) Haben zwei Eigenschaften a und b Wahrscheinlichkeiten, ge- 
hören also die Mengen X und ® zu’F, so muß die Frage nach der 
Wahrscheinlichkeit dafür erlaubt sein, daß eine Anschreibfolge so- 
wohl die Eigenschaft a als auch die Eigenschaft b besitzt, d.h. daß 
eine Anschreibfolge sowohl zur Menge X als auch zur Menge ® ge- 
hört, also zur Menge AB, die aus allen und nur den Anschreibfolgen 
besteht, diesowohlin V als auch in ® liegen. (UB kann leer sein, d.h. 
es braucht keine Anschreibfolge zu geben, die in beiden Mengen liegt.) 

Ist «) und ß) erfüllt, so gilt stets y) von selbst wegen der Mengen- 
gleichung Y\B = B— (AU +B)— W, die hier nicht bewiesen 
werden soll. Nehmen wir an, daß X und ® zu F gehören, so gehört 
nach «) auch Y+® zu F, nach ß) gehört also (U+B)— X zu F 
und nochmals nach ß) auch B— {(Y +98) — W. Der Gleichheit 
wegen gehört also auch YB zu F. Das heißt somit, daß die Gültigkeit 
von «) und ß) auch die Zulässigkeit des „sowohl als auch‘ garantiert. 

Diese Überlegungen ergeben die beiden folgenden Axiome der 
zweiten Gruppe. 


Axiom III. Zulässigkeit der Mengenaddition. 


Gehören zwei Teilmengen A und B von B zu F, so gehört auch die 
Menge a+BzuF. 

(U + B bedeutete die Menge, die aus allen und nur den Anschreib- 
folgen besteht, die in mindestens einer der beiden Mengen X und ® 
vorkommen.) 


Axiom IV. Zulässigkeit der Mengensubtraktion. 


Gehören die Teilmengen X und B von B zu F, und gilt U > 3, so 
gehört auch die Menge \— B zu F. 

(U >B bedeutete, daß jede Anschreibfolge aus B® auch zur 
Menge X gehört und A— 3 war die Menge, die dann aus allen 
und nur den Anschreibfolgen besteht, die zu X aber nicht zu ® ge- 
hören; X — 8 schreiben wir also nur im Fall X > ®.) 
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Es sei ausdrücklich darauf hingewiesen, daß Axiom III nur die 
Addition von endlich vielen Feldmengen gestattet, also speziell auch 
nur Additionen von endlich vielen Grundmengen. Die Frage nach 
der Wahrscheinlichkeit dafür, daß eine Anschreibfolge zu minde- 
stens einer von abzählbar unendlich vielen Grundmengen gehört, 
ist also im allgemeinen nicht erlaubt, es sei denn, diese ist mit 
Hilfe endlich vieler Additionen und Subtraktionen umschreibbar. 

Nun können aber spezielle Eigenschaften gewisser solcher Sum- 
men es wünschenswert erscheinen lassen, sie doch dem Wahrschein- 
lichkeitsfeld zuzurechnen. Darauf werden sich die folgenden Über- 
legungen beziehen und sie werden zum vierten und letzten Axiom 
dieser Gruppe führen. 

Wir wollen uns an dem Walzenbeispiel Il aus $ 1 orientieren. 
Bei ihm konnte im ersten Versuch jede natürliche Zahl, 1, 2,3, ... 
als Ergebnis auftreten. Es handelt sich nun um die Menge & = 
(2,4,6,8,...) aller geraden und die Menge U=(1,3,5,7,...) aller 
ungeraden Zahlen. Mit (n) wollen wir die Gesamtheit aller mit n be- 
ginnenden Anschreibfolgen, also eine Grundmenge I-ter Stufe be- 
zeichnen. 

Die Frage nach dem Auftreten einer geraden Zahl im ersten Ver- 
such ist dann also die Frage nach der Menge & = (2) + (4) + (6) 
+ .... Es läßt sich zeigen, daß diese Menge (unendliche Summe) 
auf Grund unserer bisherigen Axiome I—IV nicht zum Wahrschein- 
lichkeitsfeld F gehört. Andererseits gehören die beiden Mengen 
Gn=(2) +(4) +(6)-+... +(2n) und B-Un mit Un = (1) + (3) 
+(5) +... +(2n— 1) auf Grund unserer Axiome I—IV offen- 
sichtlich zu F. Außerdem gilt offenbar 9 < & < B— Un. Aus der 
nächsten Axiomengruppe, die sich auf die Größen der Wahrschein- 
lichkeiten bezieht, wird nun folgen, daß bei wachsendem n die 
Zahlen (F, &.) und (F, B— Un) beliebig wenig voneinander ver- 
schieden sind, d. h. also, daß man n so groß wählen kann, daß die 
Differenz dieser Zahlen unter jede vorgegebne Grenze sinkt. Es gibt 
also in & enthaltene und ® enthaltende Mengen aus F, deren 
Wahrscheinlichkeiten sich beliebig wenig unterscheiden. Offenbar 
ist es bei diesem Sachverhalt aus Stetigkeitsgründen angemessen, 
auch der Menge & selbst eine Wahrscheinlichkeit zuzuschreiben, 
d. h. die Menge & in das Wahrscheinlichkeitsfeld F aufzunehmen. 
Diese Überlegung führt zum letzten Axiom unserer Gruppe. 
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Axiom V. Vollständigkeitsforderung. 


Gibt es für eine Menge & von B Mengen Un und Bn, die zu F ge- 
hören, so daß Un <E< Bu gilt und die Differenz (F, Bn) — (F, Xn) 
bei wachsendem n dem Betrage nach (d.h. unter Vernachlässigung 
des Vorzeichens) beliebig klein wird, so gehört auch & zum Wahr- 
scheinlichkeitsfeld F. 

Die bisherigen Axiome bezogen sich allein auf die im Wahr- 
scheinlichkeitsfeld F enthaltenen Mengen; sie sagten nicht das ge- 
ringste über die Zusammenhänge zwischen den Größen der Wahr- 
scheinlichkeiten dieser Mengen aus. Diese Zusammenhänge ver- 
mitteln die Axiome der nächsten, dritten Gruppe. 

Sind X und ® zwei Mengen aus F und ist Y > ®, gehört also jede 
Anschreibfolge aus B auch zu X, so wird die Wahrscheinlichkeit 
dafür, daß eine Anschreibfolge zu A gehört, dem Sinne nach nicht 
kleiner sein dürfen, als die Wahrscheinlichkeit dafür, daß eine An- 
schreibfolge zu B gehört. 

Diese Überlegung liefert das erste Axiom für die 


Dritte Axiomgruppe. 
Zusammenhänge zwischen den Wahrscheinlichkeitswerten 


Axiom VI. 
Größenordnung der Teilmengenwahrscheinlichkeiten 


Gehören die Teilmengen U und B von B zu F und ist U > B, so 
gi (FRA) = (F, 2). 

Um das folgende Axiom bequem formulieren zu können, er- 
innern wir an übliche mathematische Bezeichnungen: a), 39, Ay, --- 
sei eine Folge von Zahlen und es gebe eine Zahl aso, daß a — an dem 
Betrage nach bei wachsendem n beliebig klein wird. Dann sagt man, 
a sei der Grenzwert der Folge an und schreibt a — lim &n. Ferner 


schreibtmanfüra,+32,+...+an auch 2 2. Entsprechend versteht 
man, wenn Y,, Ua, ..., Ya Mengen En unter b> A, die Menge, die 


aus allen und nur den Anschreibfolgen ba ie zu mindestens 
einer der Mengen Y, (i =1,2,...., n) gehören. 

Es sei nun eine Menge A des Wahrscheinlichkeitsfeldes F in 
höchstens abzählbar viele Mengen W,, Vz, Az, ... zerschnitten, 
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deren jede ebenfalls zu F gehört, „zerschneiden‘‘ bedeutet, daß je 
zwei solche Mengen keine Anschreibfolge gemeinsam haben, oder 
wie man sagt ‚‚fremd‘“ sind. Fügt man diese Zerlegungsmengen nun 


n 
sukzessive zusammen, bildet also die Summen % X, mit wachsen- 
i=1 
dem n, so gehören nach Axiom III auch diese Summen zu F und 
nı 
nach Axiom VI bilden die Zahlen (F, % m eine mit wachsendem n 


i=1 
nie fallende Zahlenfolge, deren Werte nach demselben Axiom nie die 
Zahl (F, UA) überschreiten können. Offenbar ist es vernünftig, an- 


na 
zunehmen, daß die Wahrscheinlichkeiten der Summen ) Xı dieser 
i=1 


Zerlegungsmengen sich bei wachsendem n immer mehr der Wahr- 
scheinlichkeit (F, A) der Ausgangsmenge annähern. Diese Über- 
legung führt zu 


Axiom VII. Zerlegungsaxiom 


Ist eine Menge U aus F in höchstens abzählbar viele paarweise 
fremde Mengen, U,, Ur, Az, ... zerlegt, deren jede ebenfalls zu F ge- 
hört, so gilt 

n 
Hin (7.3, 30) - (FM) 
n>mo\ = 

Es ist zu beachten, daß dies Axiom nicht etwa verlangt, daß die 
Summe von abzählbar vielen paarweise fremden Mengen aus F 
wieder zu F gehört, sondern daß von einer Zerschneidung der nach 
Annahme zu F gehörenden Menge X in Mengen aus F die Rede ist! 

Die nun folgenden beiden Axiome besagen so etwas wie eine 
Stetigkeit und. Monotonie der Wahrscheinlichkeitsgrößen. Zu diesen 
Axiomen führen folgende Überlegungen. 

Gehören zwei Mengen A und B zu F und ist die Wahrscheinlich- 
keit (F, 8) sehr klein, d. h. ist es sehr unwahrscheinlich, daß eine 
Anschreibfolge zu ® gehört, so ist es vernünftig, anzunehmen, daß 
die Wahrscheinlichkeit dafür, daß eine Anschreibfolge zu U+%, 
also zu mindestens einer der beiden Mengen gehört, sich nur sehr 
wenig von der Wahrscheinlichkeit von X unterscheidet. 

Leider läßt sich dieser und auch der Sachverhalt des folgenden 
Axioms nicht gänzlich mathematikfrei exakt formulieren. Wem 
diese Formulierungen unverständlich sind, der mag sich an den den 
Axiomen vorausgehenden Erörterungen genügen lassen. 
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Die obigen Betrachtungen ergeben etwas verschärft folgendes: 


Axiom VIII. Stetigkeitsaxiom. 


Ist 2>0 eine fesigewählte Zahl, so gibt es eine von ihr abhängige 
Zahl8 =8(e)>0 so,daß wenn A und B zuF gehören aus (F,B) < 8 
stets folgt 


FAHD—(FBN)<e 


Das letzte Axiom dieser Gruppe hat folgende Grundlage: 

U und B seien zwei Mengen aus F ohne gemeinsame Anschreib- 
folgen. Dann ist es vernünftig, anzunehmen, daß die Wahrschein- 
lichkeit von Y + ®B sich um so mehr von der von X unterscheidet, je 
größer die Wahrscheinlichkeit von ® ist. 

Dieser Gedanke ergibt 


Axiom IX. Monotonieaxiom. 


Ist n > eine Jestgewählte Zahl, so gibt es eine von ihr abhängige 
Zahl 3 = %(n) > 0 so, daß wenn A und B zu F gehören und fremd 
sind aus (F,A + DB) — (F,W) < $, stets folgt 


(F, B) < N- 


Nunmehr folgen Überlegungen, die zur letzten Axiomgruppe über- 
leiten sollen. Der Grundgedanke ist naturwissenschaftlicher Art, 
eine Tendenz des ganzen Buches, die von jetzt ab deutlich hervor- 
treten wird. 

Unsere Axiome I—IX legen den Umfang von F nicht eindeutig 
fest. Es gibt nämlich kleinere und größere Systeme von Teilmengen 
von B, denen dieselben Zahlenwerte so zugeordnet werden können, 
daß alle Axiome I—IX erfüllt sind. Unsere Aufgabe ist nun, unter 
diesen Systemen das sinnentsprechende auszuwählen. 

Unter diesen Systemen gibt es ein kleinstes in dem Sinne, daß 
wenn seine Bewertungen (d. h. die den Mengen zugeordneten Zahlen) 
festgelegt sind, alle größeren Systeme diese Bewertungen unver- 
ändert lassen, aber dem kleinsten System neue Mengen mit neuen 
Bewertungen so angliedern, daß wieder alle Axiome I—IX erfüllt 
sind. Wahrscheinlichkeiten sind nun Materialkonstanten der Ver- 
suchsvorschrift, die von ihrer Ablaufsregelung und von dem in sie 
eingehenden Versuchsmaterial abhängen. Jede Materialkonstante 
muß aber prinzipiell direkt oder indirekt ihrerGröße nach experimen- 
tell bestimmbar sein, wie in jeder Theorie der exakten Naturwissen- 
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schaften, und daß die Wahrscheinlichkeitsrechnung ein Zweig der 
mathematischen Naturwissenschaft ist, kann man nach den Arbeiten 
von Herrn v. Mises kaum noch anzweifeln. 

Nun läßt sich folgendes beweisen :!) 

In jedem nicht kleinsten System, das den Axiomen I—IX ge- 
nügt, liegen, erläutert an Beispiel 1 $1, Mengen etwa folgender Art: 
Die Menge w aller der Anschreibfolgen, deren jede nur endlich oft 
die 6 enthält. Es kann aber durch keine noch so große endliche An- 
zahl von Würfelversuchen experimentell entschieden werden, ob 
eine sozusagen ‚werdende‘ Anschreibfolge dieser Menge » ange- 
hört. Es kann also a fortiori keine Methode existieren, die Pseudo- 
wahrscheinlichkeit dieser erfahrungstranszendent definierten Menge 
o& experimentell nachzuprüfen. 

Von unserem Standpunkt aus ist es also sinnleer, von einer Wahr- 
scheinlichkeit dieser Menge »& zu reden, d.h. also man darf diese 
Menge w nicht in das Wahrscheinlichkeitsfeld F aufnehmen. 

Andererseits gelten in einem größeren, den Axiomen I—IX ge- 
nügendem System — dem System der sogenannten meßbaren 
Mengen — sehr einfache Rechenregeln, die auch gestatten, die 
Zahlenwerte (Wahrscheinlichkeiten), die den Mengen des in ihm 
enthaltenen kleinsten Systems zugeordnet sind, sehr einfach zu be- 
rechnen. Dies ist aber aus den genannten Erwägungen kein Grund, 
alle diese Zahlenwerte (Maße) „Wahrscheinlichkeiten‘“ zu nennen, 
sondern diese Benennung muß den Maßen des kleinsten Systems 
vorbehalten bleiben. Dafür spricht auch, daß nur dann die ebenfalls 
naturwissenschaftlich orientierten Überlegungen von $ 3, die 
wunderbar schön und einfach zum Begriff der Operationen führen, 
anwendbar sind. 

Aus allen diesen Erwägungen setzen wir fest: 


Vierte Axiomgruppe. Minimalaxiom 
Axiom X. Minimalaxiom 


Das Wahrscheinlichkeitsfeld F ist der kleinste Bereich, der den 
Azxiomen I—IX genügt. 

Daß diese Axiome widerspruchsfrei und tragfähig sind, lehrt der 
mathematische Anhang, der aus ihnen die gesamte Maß- und Inhalt- 
theorie ableitet. 


1) Das ergibt sich aus Satz 29 des Math, Anhang». 
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Gerade weil aus ihnen der ganze Satzbestand folgt, verdienen die 
aus ihrer der üblichen Fassung gegenüber größeren Weite sich er- 
gebenden neuen Möglichkeiten — die irregulären Wahrscheinlich- 
keitsfelder — Beachtung. 


Reguläre und irreguläre Wahrscheinlichkeitsfelder 


Die herkömmliche Wahrscheinlichkeitsrechnung macht — in 
unserer Terminologie — durchgängig folgende Annahme: 

Sind Y und ® zwei fremde Mengen aus F, so gilt 

(F,A+B)=(FRW +(F, 2). 

Ein Wahrscheinlichkeitsfeld, in dem diese Additionsregel gilt, 
wollen wir mit F* bezeichnen. 

Eine solche Annahme haben wir vermieden, und nun wollen wir 
uns fragen, ob wir durch dies Vermeiden wirklich wesentlich Neues 
erreicht haben. 

Um die Antwort vorwegzunehmen, sie lautet ‚Ja‘. Gehen wir von 
F*+ aus. Dann sind unsere Axiome offensichtlich erfüllt und die ganze 
dritte Axiomgruppe schrumpft auf einen Spezialfall von Axiom VII, 
nämlich auf Axiom VII*, zusammen. 


Axiom VII* Additives Zerlegungsaxiom 


Ist eine Menge U aus F+ in höchstens abzählbar viele paarweise 
fremde Mengen X,, Ur, U -.. zerlegt, deren jede ebenfalls zu F+ 
gehört, so gilt 


lim 3 (F+, U) = (FH, W. 
n>oj.ı 


Unsere Axiome umfassen also den additiven Fall. 

Es sei nun f(x) eine echt monotone stetige Funktion, für die 
f(0) =0 und f(l) =1 gilt. 

Ist X eine beliebige Menge aus F*+ und setzen wir 

(F, A) = f{(FH, W)); 
so sehen wir mühelos, daß auch diese neue Bewertung der Mengen X 
unseren Axiomen I—X genügt.!) 

Da nach unserer Auffassung die Wahrscheinlichkeiten ja die Ver- 
suchsvorschrift charakterisierende Materialkonstanten sind, ist es 
nicht überraschend, daß ein solches Konstantensystem durch ein 
anderes, das auch den Axiomen genügt und umkehrbar eindeutig aus 
dem ersten hervorgeht, ersetzt werden kann. 


1) Für X folgt das aus Satz 29 des Anhangs. 
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Unsere Frage lautet nun umgekehrt: 

Kann jedes Feld F, das den Aziomen I—X genügt, aus einem 
additiven Feld F+ durch Transformation mit einer geeigneten, steligen, 
echt monotonen Funktion f(x), f(0)=0, f(l) =1 erzeugt werden ? 

Das ist nun nicht der Fall. Um den Sachverhalt klar aussprechen 
zu können, geben wir folgende 

Definition 2,3. Ein den Axiomen I—X genügendes Wahr- 
scheinlichkeitsfeld F heißt ‚‚regulär‘‘ wenn für je vier Mengen W,, ®,, 
YU,, B, aus F unter denen B, und ®, fremd sind und (F, Y,) s (F,®},) 
sowoll als (F, %,) s (F, 8,) gilt, stets folgt 

(F, U, +%) s(F, 8 + 2). 
Gibt es hingegen vier Mengen, für die diese Folgerung nicht gilt, 
so heißt F ‚irregulär“. 

Man kann beweisen 

Satz 2,1. Ist F regulär, so existiert ein additives Feld F* und eine 
echt monotone stetige Funktion f(x) mit f(0) =0 und f(l) =1, so 
daß F aus F*+ durch Transformation mit f(x) entsteht. Ist F irregu- 
lär, so entsteht F nicht durch Transformation aus einem additiven 
Feld Ft. 

Für die regulären Felder ist also die Voraussetzung der Additivi- 
tät nichts als eine Normierung, für die irregulären ist eine solche 
Normierung unmöglich. 

Wir geben ein Beispiel für ein einfaches irreguläres Wahrschein- 
lichkeitsfeld. 

Beispiel. B sei die Gesamtheit der Folgen, die aus den Ziffern 
1 bis 3 gebildet werden können. (Man bezeichne etwa bei einem der 
üblichen Würfel — Summe der Ziffern gegenüberliegender Flächen 
gleich 7— außer den Flächen 1, 2, 3 auch die Flächen 4 bzw. 6 bzw. 
ö der Reihe nach mit 1 bzw. 2 bzw. 3, würfle mit ihm unbeschränkt 
oft und notiere das oben liegende Ergebnis.) 

Für jede Grundmenge En n-ter Stufe gelte (Ft, Er) = (A})n, 
Außerdem sei die Wahrscheinlichkeit für die Summe zweier fremder 
Mengen aus F*+ additiv. Wir definieren nun ein neues Wahrschein- 
lichkeitsfeld F wie folgt: 

E!, El, El seien die mit 1, 2, 3 beginnenden Grundmengen I-ter 
Stufe aus B. Für jede Menge X aus F soll gelten 

(FA) = sllF*, U) + (Fr, EIN) (Fr, E1%)) 
Dann ist offenbar wegen E! El = E!E! = 0 
F,B)=1und(,E)=(FE)=(F,E)=% 
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Für Def. 2, 3 setzen wir nun 
U, — EB, YW, = Hl, B, = El, B, = Eu 
Dann gilt 
(F, A,) s (F, B,) (F, W,) = (F, 3,) und Dat DB, =_0 
Trotzdem folgt aber 

BRE+E)=SRBRUMW)>(H,d+%)= (REI+E), 

denn es ist 
FE+E)=A4+3 +39 = und 
FRE+BE)=nt+t3=5 

Somit ist F irregulär. Wir müssen noch zeigen, daß in F die 
Axiome I—X gelten. 

Daß I, II, III, IV, VI und VII gelten, sieht man mühelos. Die 
Gültigkeit von VIII und IX ergibt sich so: 

Aus (F,A) = KH (Fr,W) + (Fr, EI) (F, EI W) folgt für 
eß = 0 durch leichte Rechnung 
(F,a +B)— (F,«) =(F,ß) + &{(F*, Ela) (F*, E1ß) + 

(F,E} a) (F*, EP)) 
Nun ist wegen (F*,ß) s“ (F, ß) 
at }Ys2(F,pß). Also gilt 
FB Ss(F,a+p)— (Be) s3(F,P) 
Das bedeutet offensichtlich, daß Axiom VIII erfüllt ist durch 
ö(e) = $ und Axiom IX durch %(n) = 7. 

Daß allerdings auch Axiom V und Axiom X gilt und F und F* 
dieselben Teilmengen von B enthalten, folgt erst aus Satz 29 des 
Math. Anhanges, da sich aus (F*, X) = 0 stets (F, U) = 0 ergibt 
und umgekehrt. 

Bisher hatten wir immer von „dem‘‘ durch eine Versuchsvor- 
schrift V induzierten Wahrscheinlichkeitsfeld F gesprochen. 

Da ja aber das Wahrscheinlichkeitsfeld ein System von Material- 
konstanten ist, das V charakterisiert, so kann man diese Charak- 
terisierung natürlich auch durch eine umkehrbar eindeutige Trans- 
formation dieses Konstantensystems geben, sofern das transfor- 
mierte System wieder den Axiomen I—X genügt. 

Jede Transformation durch irgendeine stetige echt monotone 
Funktion f(x) mit f(l) =1 und f(0) = 0 leistet das. Im regulären 
Fall sagt nun Satz 2,1, daß auch nur diese Transformationen andere 
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zu V gehörende Felder erzeugen können, da zu V nur ein additives 
Feld F* gehören kann, wenn in diesem Fall die Wahrscheinlichkeiten 
durch relative Häufigkeiten eindeutig approximierbar sein sollen. 
Sind nun F, und F, zwei zu V gehörende Felder undgiltF, =f, (F*) 
und F,=f, (Ft) und ist g, die Umkehrfunktion von f, — sie ist 
wieder ein f — so folgt F, =f,{g,(F,)} also F, =f;(F,) wo ff eine 
Funktion gleicher Art ist. 

Deshalb gilt der wichtige 

Satz 2,2. V sei regulär. K(V) — die Klasse von V — sei dieMenge 
aller Felder F, die durch Transformation mit beliebigen stetigen 
echt monotonen Funktionen f(x) mit f(1)=1 und f(0) =0 aus 
einem Feld, also auch paarweise auseinander, entstehen. Dann ent- 
hält K(V) alle und nur die Felder, die zu derselben Versuchsvor- 
schrift V gehören. 

Für irreguläre Versuchsvorschriften V setzen wir fest, daß zu V 
alle und nur die aus einem Feld F von V so erzeugten Felder ge- 
hören sollen. (Hier ist es eine Festsetzung und kein Satz, weil die 
Reduktionsmöglichkeit auf F*, das ja hier nicht existiert, fehlt). 

Wir werden trotzdem im folgenden der Einfachheit halber 
immer dann von ‚„dem‘‘ Feld der Versuchsvorschrift sprechen, wenn 
die Überlegungen für jedes Feld von K(V) gelten. 

Zum Abschluß dieser Paragraphen wollen wir einen Überblick 
über die Struktur aller in F enthaltenen Mengen geben. Aus dieser 
Struktur wird folgen, daß wir unser Ziel, alle und nur solche Mengen 
in F aufzunehmen, deren Wahrscheinlichkeiten als Materialkon- 
stanten direkt oder indirekt experimentell überprüfbar sind, er- 
reicht haben. 


Pr 


Die Struktur der Mengen aus F und die Überprüfbarkeit 
ihrer Wahrscheinlichkeiten. 


Satz 2,3. Jede Summe von Grundmengen n-ter Stufe gehört zu F. 

Eine solche Menge wollen wir mit A” bezeichnen. (Wenn in jedem 
Versuch nur endlich viele Möglichkeiten vorhanden sind, gibt es 
nur endlich viele Grundmengen n-ter Stufe. In Fällen wie Beispiel 11 
$ 1 gibt es abzählbar unendlich viele Grundmengen n-ter Stufe). 

Ob eine werdende Anschreibfolge zu An gehört, ist offenbar mit 
dem n-ten Versuch stets entschieden. 

Satz 2,4. Eine Menge X gehört dann und nur dann zu F, wenn 
sie durch Mengen An zu denen auch 0 gerechnet wird in folgendem 
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Sinne approximierbar ist: Es gibt zu jedem noch so klein gewählten 
e > 0 Zahlen n und n’ und Mengen X? und Y"' so, daß gilt 

Re 

2. (F, Am’) — (F, Un) <e. 

(Ist eine Menge X explizit vorgelegt, so sieht man immer mühe- 
los, welche Grundmengen in ihr enthalten sind. Mengen YA > U 
erhält man, wenn man jede Anschreibfolge aus an n’-ter Stelle ab- 
bricht und durch die entsprechende Grundmenge n’-ter Stufe ersetzt.) 

Stellt man sukzessive Versuchsserien n-ter Stufe her, so kann 
man die Anzahl derjenigen Serien, die Grundmengen von X" ent- 
sprechen, auszählen und diese Anzahl durch die Gesamtzahl der vor- 
liegenden Serien teilen. Dieser Quotient heißt die relative Häufig- 
keit von Win bezug auf diese Serien. Erfahrungsgemäß schwankt bei 
Vergrößerung der Serienanzahl diese relative Häufigkeit immer 
weniger und weniger um eine feste Zahl, die entweder direkt als 
Wahrscheinlichkeit von Ar gilt (nämlich im additiven Fall) oder aus 
der (ev. unter Hinzunahme ähnlich gefundener Zahlen, wie etwa für 
das irreguläre Beispiel) die Wahrscheinlichkeit berechenbar ist. 
(F, 2{) und (F, A’) sind also näherungsweise aus großen Serien- 
anzahlen bestimmbar und somit auch (F, X), das ja zwischen 
(F, X») und (F, Ar’) liegen muß. 

Nunmehr wollen wir noch 3 Begriffe einführen, die die Struktur 
der Mengen aus F ganz durchsichtig machen und die auch für die 
folgenden Paragraphen unentbehrlich sind. 

Definition 2,4. Ist U eine beliebige Teilmenge von B, so heißt 
die Summe X* aller in Y enthaltenen Grundmengen der Kern von X. 
Die Menge X — U* heißt der Rand von A und die Summe der 
Ränder von Y und B— X heißt die Begrenzung B(X) von U. Es ist 
also BA) = U — A* + (B—- W — (B— %*}. 

BA) ist also auch die Begrenzung von B— X. Natürlich kann 
jede dieser Mengen auch leer sein. 

Dann gilt 

Satz 2,5. Eine Menge U gehört dann und nur dann zum Wahr- 
scheinlichkeitsfeld F, wenn es zujedem e > 0 bei geeignet gewähltem 
n eine Menge An gibt, so daß gilt 

1. BA) < Ar 

2.(F, Ar) <e. 

Man braucht also, um die Zugehörigkeit von A zu F zu prüfen, 
nur B(X) zu bilden, die Anschreibfolgen von B(X) genau hinter der 
n-ten Stelle abzuschneiden und diese Abschnitte durch die ent- 
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sprechenden Grundmengen zu ersetzen. Die Summe dieser Grund- 
mengen ist eine 1. genügende Menge A". Man hat dann festzustellen, 
ob die Zahlen (F, WX®) mit wachsendem n beliebig klein werden. 
Wenn ja, so gehört X zu F, anderenfalls nicht. 

Um uns mit diesen Begriffen vertraut zu machen, wollen wir 
zeigen, daß die oben genannte Menge » der Anschreibfolgen des 
Würfelbeispiels 1 $ 1, die nur endlich oft die 6 enthalten, nicht zu F 
gehören kann. 

« enthält zunächst keine Grundmenge, da ja jede Grundmenge 
Folgen mit unendlich vielen 6 enthält. Also ist w* leer. Auch B— o 
enthält keine Grundmenge, da ja jede Grundmenge Folgen mit 
nur endlich vielen 6 enthält. Also ist auch (B— w)* leer. Also ist 
B(o) =» +(B— uw) =B. Wegen (F,B) =1 kann B(o) nicht 
mit Mengen A" mit (F, U») < e überdeckt werden, wie es Satz 2,4 
verlangt. Also gehört w nicht zu F. 

Wir wollen nun noch zeigen, daß eine gewisse Art von Mengen, 
die für uns sehr wichtig sein werden, stets zu F gehört. 

Definition 2,5. Eine Menge X soll $,-IZenge heißen, wenn so- 
wohl X als auch B— X Summe von Grundmengen ist. 

Für sie gilt 

Satz 2,6. Ist X eine $},-Menge so ist B(AU) leer. A gehört also 
stets zu F. Ist umgekehrt B(W) leer, so ist A eine $?,-Menge. 

Dies folgt sofort aus Def. 2,5 und Def. 2,4. 

Satz 2,7. Sind X, und X, 8,-Mengen, so auch WU, + W, und im 
Falle X, > U, auch A, — %X,. Dasselbe gilt von A,X,. 

Zum Schluß dieses Paragraphen erwähnen wir noch 

Satz 2,8. Ist die Begrenzung B(X) einer Menge X nicht leer, so 
kann man die Wahrscheinlichkeiten der Grundmengen so wählen, 
daß B(X) bei dieser Wahl nicht durch beliebig kleine Mengen A" ge- 
mäß Satz 2,5 überdeckbar ist, daß also X bei dieser Wahl nicht zu 
F gehört. Nur die $,-Mengen gehören also jedem Wahrscheinlich- 
keitsfeld F an. 


83 
Die Erzeugung einer neuen Versuchsvorschrift 
aus einer gegebenen 
Alle bisherigen Überlegungen bezogen sich auf eine einzelne Ver- 
suchsvorschrift und das durch sie induzierte Wahrscheinlichkeitsfeld. 
Wir kommen nun zu der Frage, ob und wie zwei Versuchsvor- 
schriften so zusammengehören können, daß aus dem Wahrschein- 
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lichkeitsfeld der ersten Versuchsvorschrift das Wahrscheinlichkeits- 
feld der zweiten Versuchsvorschrift rein mathematisch abgeleitet 
werden kann. 

Da für uns die Wahrscheinlichkeiten Materialkonstanten der Ver- 
suchsvorschrift und zwar speziell ihrer Ablaufsregelung sind ($ 1), 
ist eine solche Ableitung überhaupt nur denkbar, wenn beide Ver- 
suchsvorschriften dieselbe Ablaufsregelung haben, sich also nur 
durch die Anschreibregeln unterscheiden, genauer gesagt, wenn die 
Anschreibregel der zweiten (abgeleiteten) Versuchsvorschrift durch 
Abschwächung bzw. Verschärfung der Anschreibregel der Ausgangs- 
vorschrift entsteht. Im ersten Fall (A) handelt es sich um ‚„weahr- 
scheinlichkeitstreue Abbildungen‘ im zweiten Fall (B) um sogenannte 
„Teilungen“. 


A. Die Erzeugung durch Abschwächung der Anschreib- 
regel. (Wahrscheinlichkeitstreue Abbildungen). 

(Vorbemerkung: Für Kenner der v. Misesschen Theorie sei bemerkt, daß 
die wahrscheinlichkeitstreuen Abbildungen die Analoga dessen, was v. Mises 
Auswahl und Mischung nennt, als Spezialfälle enthalten, daß also alle Fragen, 
die dort durch Auswahl und Mischung lösbar sind, hier ohne weiteres durch 
wahrscheinlichkeitstreue Abbildungen gelöst werden können.) 

Um uns zu orientieren, nehmen wir uns nochmals die Beispiele 
2-8 aus $ 1 vor. Sie gehen nämlich sämtlich aus Beispiel 1 durch 
die Operation hervor, deren Natur wir hier untersuchen wollen. 

Beispiel 1 lautete: 

Es soll mit einem bestimmten Würfel beliebig oft geworfen und 
jedesmal die obenliegende Ziffer notiert werden. 

Die Ablaufsregelung legt den Versuchsvorgang mit diesem Würfel 
fest. Die Anschreibregel bestimmt, daß stets die obenliegende 
Ziffer zu notieren ist. 

Die Folgenmenge B ist die Gesamtheit der aus den Ziffern 1 bis 6 
bildbaren Folgen. 

Beispiel 2 sagte nun, daß bei gleicher Ablaufsregelung stets das 
Quadrat der untenliegenden Ziffer zu notieren sei. 

Die Anschreibregel aus 1. ist somit geändert worden. 

Die Folgenmenge B’ von 2. ist nun die Gesamtheit der Folgen, die 
aus den Zahlen 1, 4, 9, 16, 25 und 36 bildbar sind. 

Denkt man sich beide Anschreibungen gleichzeitig vorgenommen, 
so entspricht also jeder Anschreibfolge aus B genau eine Anschreib- 
folge aus B'. 


Da beim üblichen Würfel die Summe der Ziffern zweier gegen- 
überliegender Flächen 7 ist, erhält man also aus einer Anschreib- 
folge aus B die entsprechende aus B’, indem man jede Ziffer x der 
ersten durch (7 — x)? ersetzt. 

Da die Wahrscheinlichkeiten Materialkonstanten der Ablaufs- 
regelung sind, wird niemand an den folgenden 3 Prinzipien zweifeln, 
bei deren Formulierung F’ das Feld von 2. bedeutet. 

«) Gehört eine Menge W’ aus B’ zu F’, so gehört die Teilmenge A 
von B, aus der 9’ entstanden ist, zum Wahrscheinlichkeitsfeld F der 
Ausgangsvorschrift. 

Das heißt also, die Abänderung der Anschreibregel erzeugt keine 
neuen Wahrscheinlichkeiten. 

ß) Ist X die Menge aus B, aus der eine Menge % aus B’ entstanden 
ist, und gehört A zum Wahrscheinlichkeitsfeld F der Ausgangsvor- 
schrift, so gehört W’ zum Wahrscheinlichkeitsfeld F’. 

Das heißt also, die Abänderung der Anschreibregel vernichtet keine 
alten Wahrscheinlichkeiten. 

y) Ist Y aus B die Menge, aus der W’ aus B’ entstanden ist, und ge- 
hört W zu F’ (X gehört dann nach «) zu F), sogilt (F, X) = (F, W). 

Das heißt also, die Abänderung der Anschreibregel verändert die 
Größen der Wahrscheinlichkeiten nicht. 

«)—y) fließen unmittelbar aus der Auffassung, daß die Wahr- 
scheinlichkeiten Materialkonstanten der Ablaufsregelung sind. Die 
Formulierung vereinfachte sich etwas, weil Beispiel 2 besonders ein- 
fach war. Es entspricht hier nämlich nicht nur jeder Anschreikfolge 

„aus B eindeutig eine Anschreibfolge aus B’, sondern jede Anschreib- 
folge aus B’ ist auch aus nur einer Anschreibfolge aus B entstanden. 
Man braucht ja in einer Anschreibfolge aus B’ nur die Zahlen 1, 4, 
9, 16, 25, 36 der Reihe nach durch 6, 5,4, 3, 2,1 zu ersetzen um ihre 
einzige Ursprungsfolge aus B zu erhalten. 

Den allgemeineren Fall bietet Beispiel 3. 

Hier sollte bei Festhalten der Ablaufsregelung aus Beispiel 1 die 
Anschreibregel dahin abgeändert werden, daß nur jede zweite oben 
liegende Ziffer zu notieren ist, daß also die Ergebnisse des I-ten, 
3-ten, 5-ten usw. Versuchs nicht berücksichtigt werden. 

Hier entsteht B’ aus B, indem in jeder Anschreibfolge aus B die 
l-te, 3-te, 5-te usw. Stelle gestrichen wird. 

Es geht also jede Anschreibfolge aus B in genau eine Anschreib- 
folge aus B’ über, aber es gilt nun nicht mehr, daß jede Anschreib- 
folge aus B’ nur aus einer einzigen Anschreibfolge aus B entstanden 
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sein kann. Alle Anschreibfolgen aus B, die an der 2-ten, 4-ten, 6-ten 
usw. Stelle übereinstimmen, ergeben ja dieselbe Anschreibfolge 
aus B. 

Trotzdem erfordert unsere Auffassung, daß die Wahrscheinlich- 
keiten Materialkonstanten der Ablaufsregelung sind — sie ist ja in 
1. und 3. dieselbe — die &)—y) entsprechenden Prinzipien a)—c), die 
aus «)—y) direkt durch Berücksichtigung des allgemeineren Sach- 
verhalts entstehen: 

a) Gehört eine Menge W’ aus B’ zu F’, so gehört die größte Teil- 
menge X von B, aus der X’ entstanden ist, zum Wahrscheinlichkeits- 
feld F der Ausgangsvorschrift. 

Das bedeutet also, die Abänderung der Anschreibregel erzeugt 
keine neuen Wahrscheinlichkeiten. 

b) Ist W die größte Menge aus B, aus der eine Menge W’ aus B’ ent- 
standen ist und gehört X zum Wahrscheinlichkeitsfeld F der Aus- 
gangsvorschrift, so gehört V’ zum Wahrscheinlichkeitsfeld F’. 

Das heißt also, die Abänderung der Anschreibregel vernichtet 
keine Wahrscheinlichkeiten. 

ce) Ist Y aus B die größte Menge, aus der U’ aus B’ entstanden ist 
und gehört W’ zu F’ (W gehört dann nach a) zu F) so gilt (F, X) 
=(F,W). 

Das heißt also, die Abänderung der Anschreibregel verändert die 
Größen der Wahrscheinlichkeiten nicht. 

Man kann hier von einer „Abschwächung der Anschreibregel‘“ 
reden, da ja viele Anschreibfolgen aus B in eine einzige von B’ zu- 
sammenfallen. 

Beispiel 4 änderte unter Festhalten der Ablaufsregelung von 
Beispiel I dessen Anschreibregel dahin ab, daß bei jedem Versuch 
nur zu notieren sei, ob das Ergebnis gerade (g) oder ungerade (u) 
war, ob also eine der Ziffern 2, 4, 6 oder eine der Ziffern 1, 3, 5 auf- 
trat. 

Auch hier geht jede Anschreibfolge aus B in genau eine Anschreib- 
folge aus B’ über, indem in der ersten die Ziffern 1, 3, 5 durch das 
Symbol u und die Ziffern 2, 4, 6 durch das Symbol g ersetzt werden. 

Aus genau denselben Gründen wie bisher werden für die Wahr- 
scheinlichkeiten der Felder F und F’ wieder die Prinzipien a), b) und 
c) gelten müssen. 

Auch hier kann man von einer Abschwächung der Anschreibregel 
reden, da wieder Ergebnisunterschiede, die für die Ausgangs- 
anschreibregel wichtig waren — nämlich welche der Zahlen 1, 3, 5 
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bzw. 2, 4, 6 auftrat — für die abgeänderte Anschreibregel keine 
Rolle mehr spielen. 

Für Beispiel 5 ist B’ die Menge aller aus den Ziffern 1 bis 6 her- 
stellbaren Anschreibfolgen, bei denen zwischen zwei Sechsen — un- 
abhängig von ihrem Abstand — mindestens einmal die 1 auftritt. 

Auch hier ist über die Prinzipien a)—c) und über die Abschwächung 
der Anschreibregel dasselbe zu sagen und das gilt auch für die 
Beispiele 6, 7, 8. 

Ehe wir aus diesen Betrachtungen die Konsequenzen ziehen, 
wollen wir zur Erleichterung der Sprechweise neue Begriffe ein- 
führen. 

Definition 3,1. Die Folgenmenge B heißt auf die Folgenmenge 
B’ eindeutig abgebildet, wenn jeder Anschreibfolge aus B genau eine 
Anschreibfolge aus B’ zugeordnet ist und jeder Anschreibfolge aus 
B’ mindestens eine Anschreibfolge aus B entspricht. 

Unsere Beispiele waren also alle eindeutige Abbildungen von B 
auf B'. 

Definition 3,2. Ist B auf B’ eindeutig abgebildet, und ist A 
eine Teilmenge von B, so heißt die Menge W derjenigen Anschreib- 
folgen aus B’, denen Anschreibfolgen aus X zugeordnet sind, das 
Bild von X (in Zeichen W = g(X)). Ist W irgendeine Teilmenge 
von B’, so heißt die Gesamtheit X der Anschreibfolgen aus B, denen 
Anschreibfolgen aus W’ zugeordnet sind, das Urbild von W (in 
Zeichen X = U(W)). 

Wir werden die Sachlage gleich an Beispielen klären. Sie wird 
übersichtlicher durch folgenden trivialen 

Satz 3,1. Das Bild einer Teilmenge X von B ist die Summe der 
Bilder aller in X enthaltenen Anschreibfolgen. Das Urbild einer 
Teilmenge W’ von B’ ist die Summe der Urbilder aller in W’ ent- 
haltenen Anschreibfolgen. 

Man braucht also, um o(X) zu bilden, nur nachzusehen, welchen 
Anschreibfolgen aus B’ die einzelnen Anschreibfolgen aus U zuge- 
ordnet sind, und um 4(W) zu bilden, braucht man nur für jede 
einzelne Anschreibfolge aus X nachzusehen, aus welchen Anschreib- 
folgen von B sie entstanden ist. 

Nehmen wir unseren obigen Fall, wo B die Menge aller aus den 
Ziffern 1 bis 6 gebildeten Folgen und B’ die Menge aller aus den 
Symbolen g und u bildbaren Folgen war. Ist nun St eine Anschreib- 
folge aus B, so ist o(Nt) — das Bild von R — die Anschreibfolge R' 
aus PB’, die aus R entsteht, wenn man die Ziffern 1, 3, 5 durch u und 
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die Ziffern 2, 4, 6 durch g ersetzt. Ist andererseits N’ irgendeine An- 
schreibfolge aus B’, so ist 4(R’) — das Urbild von R’ — die Menge 
aller der Anschreibfolgen aus B, die entstehen, wenn man jedes u 
aus W durch eine beliebige der Zahlen 1, 3, 5 und jedes g aus ® 
durch eine beliebige der Zahlen 2, 4, 6 ersetzt. 

Nach dieser Abschweifung wollen wir zu unserem Problem zurück- 
kehren. 

Wir hatten erkannt, daß bei der Abänderung der Anschreibregel 
unter Festhalten der Ablaufsregelung stets die Prinzipien a), b) und 
c) galten. Andererseits waren unsere Abänderungen der Anschreib- 
regel nichts anderes als spezielle eindeutige Abbildungen der Folgen- 
menge B auf eine Folgenmenge B'. 

Auf Grund dieses Sachverhalts nehmen wir eine methodische 
Schwenkung vor: 

Aus der Gesamtheit aller eindeutigen Abbildungen von B auf B’ 
wollen wir die aussondern, die den Prinzipien a), b) und c) genügen. 

Dies stellt eine wesentliche Einschränkung dar, denn den Mengen 
B und B’ entsprechen ja zwei Wahrscheinlichkeitsfelder F und F’, 
so daß F nach Satz 2,7 sicher die $,-Mengen aus B und F’ sicher die 
$, -Mengen aus B’ enthält und daß die Axiome I—X gelten müssen. 

Da F’ nach Axiom II auch jede Grundmenge E’ aus B’ enthält, 
muß nach a) b4(E’) zu F gehören und nach c) muß (F,E) = (F, 
L(E’)) gelten, so daß also die Wahrscheinlichkeiten der Grund- 
mengen von F’ durch das Feld F festgelegt sind, dasselbe gilt nach 
a), und c) auch für die Wahrscheinlichkeiten der St, -Mengen aus B’. 

Auch die Forderung b) bedingt Einschränkungen, auf die wir hier 
nicht eingehen wollen. 

Der Bereich der durch diese Voraussetzungen ausgesonderten ein- 
deutigen Abbildungen ist aber aus einem methodologischen Grund 
noch zu weit. 

Auf diesen Grund wollen wir jetzt eingehen. 
Wir betrachten die Würfelvorschrift V, mit einem „richtigen“ 
Würfel und die Würfelvorschrift V, mit einem „falschen“ Würfel. 

Die Mengen B, und B, der Anschreibfolgen sind in beiden Fällen 
dieselben. Dagegen unterscheiden sich die Versuchsabläufe, weil ja 
verschiedene Würfel benutzt werden und demgemäß wäre es denk- 
bar, daß der verschiedenen Wahrscheinlichkeiten der Grundmengen 
wegen, sich auch die beiden Wahrscheinlichkeitsfelder F, und F, 
dem Umfange nach unterscheiden, d.h. daß es Teilmengen von 
B, =B, geben könnte, die wohl dem einen aber nicht dem anderen 
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Wahrscheinlichkeitsfeld angehören. Es wäre also denkbar, daß eine 
den Bedingungen a), b) und c) genügende eindeutige Abbildung 
zwar auf V, zur Ergänzung einer neuen Versuchsvorschrift an- 
wendbar wäre, aber nicht auf V,. Oder genauer: V, gehe durch @ 
in V, und V, gehe durch o in V, über. Es könnte dann sein, daß 
z. B. für eine Grundmenge E’ aus B,’= B,' wohl 4)(E’) zu F, gehört 
aber nicht zu F,. o könnte also bei Überführung von V, in V,’ die 
Bedingungen: a), b) und c) erfüllen, aber nicht bei Überführung von 
Y.nY,: 

(Ob dieser Fall hier auftreten kann, ist unwesentlich. Jedenfalls 
kann das entsprechende bei komplizierteren Beispielen eintreten.Wir 
wollen hier nur das Prinzipielle der Lage herausstellen.) 

Eine solche Abbildung aber wäre methodologisch ungeeignet, da 
man ja stets die Größen der Wahrscheinlichkeiten (Materialkon- 
stanten) erst zahlenmäßig kennen müßte, um über die Anwendbar- 
keit einer solchen Abbildung, die sich ja auf die Folgenmenge und 
nicht auf die Wahrscheinlichkeiten bezieht, entscheiden zu können. 
Das wäre — eine vage Analogie — etwa dasselbe, als wenn man die 
Massen der Planeten erst zahlenmäßig kennen müßte, ehe man ent- 
scheiden kann, ob die Gesetze der Himmelsmechanik im Einzelfall 
überhaupt anwendbar sind. 

Auf Grund dieser Überlegungen sind unsere Bedingungen für die 
auszusondernden eindeutigen Abbildungen o folgende: 

B sei die Folgenmenge von V, B’, die von V’; F ist das Wahr- 
scheinlichkeitsfeld von V, F’ das von V’; Bsei durch die eindeutige 
Abbildung » auf B’ abgebildet. 

Für o sollen drei Materialforderungen und eine methodologische 
Forderung gelten. 


a) Materialforderungen. 

J. Die Abbildung » erzeugt keine neuen Wahrscheinlichkeiten. 

Ist X’ eine Menge aus F’, so gehört ) (W) zu F. 

II. Die Abbildung 9 vernichtet keine alten Wahrscheinlichkeiten. 

Ist W Teilmenge von B’ und gehört ) (W’) zu F, so gehört W’zu F’. 

III. Die Abbildung o verändert die Größenverhältnisse der Wahr- 
scheinlichkeiten nicht. 

Sind U,’ und U,’ zwei Mengen aus F’ so verhalten sich ihre Wahr- 
scheinlichkeiten wie die ihrer Urbilder: 

(F,A/):(F, U) = (F, b(A,/)): (F, b(U,)) 

(Wegen (F, B):(F’, B') = 1 ist dies mit. c) gleichwertig). 
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ß) Methodologische Forderung. 


IV. Die Abbildung o ist von den Größen der Wahrscheinlichkeiten 
in F unabhängig. 

Genau formuliert bedeutet das: Haben V, und V, verschiedene 
Ablaufsregelungen aber die gleiche Folgenmengen B, = B, und geht 
V, durch » so in V’, über, daß die Materialforderungen I—III erfüllt 
sind, so sollen auch stets beim Übergang von V, zu V,’ durch o die 
Materialforderungen I—III erfüllt sein. 

(Zu den Materialforderungen sei noch bemerkt: 

Sie setzen voraus, daß unser Entschluß, was als Ergebnis im 
Einzelversuch notiert werden soll, die Ablaufsregelung nicht be- 
einflußt. So einleuchtend das auch klingt, so muß doch bemerkt 
werden, daß es sich um eine Annahme über die Art der Welt, in 
der wir leben, handelt, denn die gegenteilige Annahme, daß ein 
solcher Entschluß den Ablauf verändert, kann logisch nicht wider- 
legt werden). 

Es gilt der wichtige 


Satz 3,2. Eine eindeutige Abbildung p genügt dann und 
nur dann den Forderungen I—IV, wenn 

a) das Urbild jeder Grundmenge aus B eine Summe von 
Grundmengen aus B ist. 

b) das Bild jeder Grundmenge aus B eine Summe von 
Grundmengen aus B’ ist. 


Definition 3,3. Eine eindeutige Abbildung 9, die die Bedingung 
&) und b) von Satz 3,2 erfüllt, heißt eine „erlaubte Abbildung“. 

Es handelt sich also hier nur um eine Heraushebung einer be- 
stimmten Klasse eindeutiger Abbildungen, derjenigen nämlich, die 
den Bedingungen a) und b) von Satz 3,2 genügen. Mit Wahrschein- 
lichkeiten hat das an sich nichts zu tun. Erst Def. 3,4 setzt die er- 
laubten Abbildungen durch Annahme der Konstanz der Ablaufs- 
regelung mit der Wahrscheinlichkeitstheorie in Verbindung, was 
deshalb möglich ist, weil bei Vorliegen dieser Abbildungen die For- 
derungen I—IV als erfüllbar angenommen werden können! 

Definition 3,4. Wahrscheinlichkeitstreue Abbildung. 
Haben zwei Versuchsvorschriften V und V’ dieselbe Ablaufsregelung 
und ist die Folgenmenge B’ von V’ aus der Folgenmenge B von V 
durch eine erlaubte Abbildung p erzeugt {B’= y(B)}, so sagen wir 
V’ sei aus V durch „Wahrscheinlichkeitstreue Abbildung‘ oder auch 
durch ‚Abschwächung der Anschreibregel‘‘ entstanden. 
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Unserer Grundannahme wegen, die Wahrscheinlichkeiten seien 
Materialkonstanten der Ablaufsregelung, gilt dann 

Satz 3,3. Ist V’ aus V durch wahrscheinlichkeitstreue Abbildung 
© entstanden, so sind zwischen F’ und F die Materialforderungen 
I—III erfüllt, es gilt also speziell für jede Menge W’ aus F’:(F’, W) 
= (F,y (W)). 

Um jedes Mißverständnis auszuschließen, bringen wir folgendes 
Beispiel: V. Es wurde mit 2 Würfeln (z. B. einem schwarzen und 
einem weißen) beliebig oft geworfen und jedesmal die beiden oben- 
liegenden Ziffern als geordnetes Paar (schwarz, weiß) notiert. 

Durch diese Vorschrift V ist das zugehörige Feld F bestimmt. Die 
Folgenmenge sei B. 

Aus B erzeugen wir B’ dadurch, daß wir in jeder Anschreibfolge 
aus B in jedem Paar das zweite Ergebnis fortlassen, so daß also nur 
noch die Ergebnisse, die der schwarze Würfel geliefert hat, die An- 
schreibfolgen aus B’ bilden. 

Dies ist eine erlaubte Abbildung o von B auf B’, denn die Be- 
dingungen a) und b) von Satz 3,2 sind erfüllt. 

a) Das Urbild einer Grundmenge E’ n-ter Stufe aus B’ ist die 
Summe aller der Grundmengen E n-ter Stufe aus B, deren Paare 
an den n ersten Plätzen mit den n ersten Stellen von E’ überein- 
stimmen, während die Besetzung der zweiten Plätze der Paare be- 
liebig ist. 

b) Das Bild jeder Grundmenge E n-ter Stufe aus B ist die Grund- 
menge E’ n-ter Stufe aus B’ die entsteht, wenn man in jeder An- 
schreibfolge aus E die Besetzung aller zweiten Plätze streicht. 

Es handelt sich also um eine erlaubte Abbildung von B auf EB’. 

Kann man auf Grund dieser Abbildung aus V das Feld folgender 
Vorschrift V, ableiten: 

Es soll mit dem schwarzen Würfel beliebig oft geworfen und jedes- 
mal das oben liegende Ergebnis notiert werden ? 

Nein, das kann man nicht! Die beiden Vorschriften V und V, 
haben ja verschiedene Ablaufsregelungen! 

Die Vorschrift V’ die durch © aus V entsteht, muß lauten: 

V’: Es soll mit beiden Würfeln beliebig oft geworfen und jedesmal 
nur das Ergebnis notiert werden, das der schwarze Würfel zeigt. 

Dann kann das Feld F’ von V’ aus dem Feld F von V abgeleitet 
werden, weil hier die Ablaufsregelungen übereinstimmen. 

Der Zusammenhang zwischen V und V, hingegen geht aus der 
Umkehrung der in $ 4 behandelten Operation ‚Verbindung‘ hervor. 
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Die Bezeichnung ‚Abschwächung der Anschreibregel‘‘ an Stelle 
„währscheinlichkeitstreue Abbildung“ ist deshalb stets berechtigt, 
weil ja, wenn ®W eine Anschreibfolge aus B’ ist, U(W’) — das Urbild 
von 9° — im allgemeinen nicht nur aus einer einzigen Anschreib- 
folge aus B besteht, sondern sogar eine unendliche Teilmenge von 
B ist, was ja gerade bedeutet, daß Unterschiede, die für die An- 
schreibregel von V belangvoll waren, für die Anschreibregel von V’ 
keine Rolle mehr spielen, die Anschreibregel von V’ also im Ver- 
gleich zu der von V schwächer ist. 

Dem Leser sei empfohlen, sich an den Beispielen 2—8 aus $ 1 
klarzumachen, daß es sich durchgängig um wahrscheinlichkeits- 
treue Abbildungen der Vorschrift V aus Beispiel 1 $ 1 handelt; man 
muß also jedesmal zeigen, daß die Ablaufsregelung dieselbe wie in 
Beispiel 1 ist und daß die Bedingungen a) und b) für erlaubte Ab- 
bildungen (Def. 3,3) erfüllt sind. 

Natürlich kann man unter Aufrechterhaltung der Ablaufsregelung 
auch solche Abänderungen der Anschreibregel vornehmen, die in unserem 
Sinne keine Versuchsvorschrift ergeben. 

Würde z.B.in Beispiel 1 $ 1 vorgeschrieben, daß jede fallende 6 
zu streichen ist, so ergibt das keine neue Versuchsvorschrift, denn 
allen den Anschreibfolgen aus B, die nur endlich viele von 6 verschie- 
dene Ziffern enthalten, würde ja keine unendliche Anschreibfolge 
aus B’ zugeordnet sein! 

In diesen Fällen muß man die Abänderung nur bis zu einer be- 
liebig vorgegebenen Stelle N vornehmen und von der (N-+1)-ten 
Stelle ab die Anschreibfolge aus B ungeändert lassen, um eine wahr- 
scheinlichkeitstreue Abbildung zu haben. Da N beliebig groß ge- 
wählt werden kann, läßt sich jede tatsächliche Frage auch so be- 
handeln. 

Wir wollen nun den Sinn der „erlaubten Abbildungen“ in der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung diskutieren, eine Diskussion, die 
natürlich den rein mathematischen Rahmen sprengt. 

Was bedeutet eigentlich eine Grundmenge n-ter Stufe ? 

Es ist — plastisch gesprochen — eine werdende Wahlfolge, bei 
der über die n ersten Stellen bereits entschieden ist, deren Werden 
aber von der (n + 1)-ten Stelle ab — in den gegebenen Möglich- 
keiten — noch völlig frei bleibt, also noch völligen Zufallscharakter 
trägt. Entsprechend ist es bei einer Summe von Grundmengen. 

Die Bedingung a) für » sagt also dem Sinne nach: Eine Menge, in 
der die Freiheit des Werdens herrscht, kann nur aus einer Menge 
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hervorgegangen sein, in der ebenfalls diese Freiheit des Werdens 
herrscht. 

Die Bedingung b) für p sagt entsprechend dem Sinne nach: Eine 
Menge, in der die Freiheit des Werdens herrscht, geht stets in eine 
Menge über, in der ebenfalls die Freiheit des Werdens herrscht. 

a) und b) zusammen sagen also, durch o soll der Zufallscharakter 
in beiden Richtungen (vom Bild zum Urbild und zum Bild) erhalten 
bleiben. 

Nach diesem Exkurs in den Sinn wollen wir noch zwei Sätze an- 
geben, die mit Satz 3,2 völlig gleichwertig sind, d. h. also, daß aus 
dem Erfülltsein eines der drei Sätze immer die Gültigkeit der beiden 
anderen gefolgert werden kann. Jeder von ihnen gibt einen anderen 
Aspekt der Sachlage. 

Der nächste in diesem Sinne gleichwertige Satz stützt sich auf den 
Begriff der Stetigkeit. Er ist der brauchbarste, um im Einzelfall zu 
entscheiden, ob © eine erlaubte Abbildung ist. 

Definition 3,5. Unterscheiden sich zwei Anschreibfolgen R, und 
N, aus B erstmalig an der n-ten Stelle, so sagen wir, sie haben den Ab- 


stand - . In Zeichen R,R, --, Es soll AR= 0 gesetzt werden. 


Der größte Abstand in B ist also 1 und je weiter zwei Anschreib- 
folgen übereinstimmen, desto kleiner ist ihr Abstand. 

Definition 3,6. Wenn die Folge R,, R,,R,, ... gegen N konver- 
giert /lim u ‚ wenn also lim H.R=0 gilt, so heißt die Ab- 


n>o n—»o 


bildung » „stetig‘‘, wenn auch lim g(Ro)p(R) = 0 ist. 


n>»o 

Das bedeutet also, daß wenn die Pin sehr dicht an R liegen auch 
die o(Rn) sehr dicht an o(R) liegen sollen. 

Es gilt dann 

Satz 3,4. Die Abbildung o ist dann und nur dann stetig, wenn das 
Urbild jeder Grundmenge aus B’ Summe von Grundmengen aus 
B ist. 

Deshalb geht Satz 3,2 über in 

Satz 3,5. p ist dann und nur dann eine erlaubte Abbildung, wenn sie 

a) stetig ist 

b) das Bild jeder Grundmenge von B Summe von Grundmengen 
von B ist. 

Das Erfülltsein von a) ist stets einfach zu überprüfen. Der Leser 
überzeuge sich an den Beispielen 2—8 aus $ 1. 
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Die letzte gleichwertige Erklärung der erlaubten Abbildung geht 
auf den Begriff der Begrenzung (Def. 2,4) zurück. Sie lautet 

Satz 3,6. @ ist dann und nur dann eine erlaubte Abbildung, wenn 
Jür jede Teilmenge W von B' gilt 

BEA = YBAN) 
Es muß also stets die Begrenzung des Urbildes gleich dem Urbild der 
Begrenzung sein. 

Offenbar gilt 

Satz 3,7. Geht V durch eine wahrscheinlichkeitstreue Abbildung 
9, in V’ und V’ durch eine wahrscheinlichkeitstreue Abbildung o, 
in V’’ über, so kann V auch durch eine einzige wahrscheinlichkeits- 
treue Abbildung ® in V’” überführt werden. 

Hiermit sind unsere Untersuchungen über die wahrscheinlich- 
keitstreuen Abbildungen beendet. 

Wir machen noch eine Feststellung: 

Die wahrscheinlichkeitstreue Abbildung ist nicht eindeulig umkehrbar. 

Ist F' durch wahrscheinlichkeitstreue Abbildung aus F ent- 
standen, so kann man aus F’ auch bei Kenntnis der Folgenmenge B 
von F das Feld F nicht eindeutig bestimmen. 

Beispiel. 1. Es werde mit einem Würfel beliebig oft geworfen und 
jedesmal notiert, ob das oben liegende Ergebnis gerade (g) oder 
ungerade (u) ist. Dadurch ist das zugehörige Feld F’ festgelegt. 

2. Es werde mit demselben Würfel beliebig oft geworfen und 
jedesmal notiert, welche Ziffer oben liegt. So ist das Feld F be- 
stimmt. 

Über das zu 2. gehörende Feld F weiß man nur: 

Für jede Menge W’ aus F’ gilt 

FI) =F,W) 
Ist nun (g) die Grundmenge 1-ter Stufe aus F’, deren Anschreib- 
folgen mit g beginnt, so hat man 
ve) =) +) + (6), 

wo (2), (4), (6) die entsprechend beginnenden Grundmengen 1-ter 
Stufe von F sind. 

Man hätte also im additiven Fall nur die Gleichung 

(F, (8) = (F, (2)) + (E, (9) + (0), 

also keine Möglichkeit, die Wahrscheinlichkeiten (F, (2)), (F, (4)) 
und (F,(6)) eindeutig festzulegen. 

Das bedeutet unter den üblichen Voraussetzungen: 


39 


Sind pP}, Pa Ps; Pi P;; Ps die Wahrscheinlichkeiten dafür, daß 
die gleichbezeichnete Würfelfläche oben liegt, so ist nur bekannt 


l.p + +p = (F, (g)) und 2.9, + + = (1, (u)). 

Jeder Würfel also, dessen Flächenwahrscheinlichkeiten nur diesen 
beiden Bedingungen genügen, liefert durch die wahrscheinlichkeits- 
treue Abbildung »o dasselbe Wahrscheinlichkeitsfeld F’. 


B) Die Erzeugung durch Verschärfung der Anschreibregel 
(Teilung). 

(Vorbemerkung: Für Kenner der v. Misesschen Theorie sei bemerkt, daß 
unsere Teilung das Analogon dessen, was v. Mises auch Teilung nennt, als 
Spezialfall enthält, daß also alle Fragen, die dort durch Teilung lösbar sind, 
hier auch gelöst werden können). 

Die ‚„Teilung‘‘ genannte Erzeugungsmethode einer neuen Ver- 
suchsvorschrift aus einer vorgegebenen beruht, im Gegensatz zur 
wahrscheinlichkeitstreuen Abbildung, der eine Abschwächung der 
Anschreibregel zu Grunde lag, auf einer Verschärfung der Anschreib- 
regel. Daher wird der Erfolg nicht mehr ein Zusammenfallen ver- 
schiedener Anschreibfolgen zu einer einzigen sein, sondern ein Aus- 
scheiden von Anschreibfolgen, nämlich von denen, die der Ver- 
schärfung nicht genügen. 

Durch ein Beispiel soll die Sachlage erläutert werden. 

Wir gehen wieder von Beispiel 1$ 1 aus. 

V: Es soll mit einem bestimmten Würfel beliebig oft geworfen 
und jedesmal die oben liegende Ziffer notiert werden. 

Wir stellen nun folgende Frage: 

Gibt es eine Wahrscheinlichkeit dafür, daß im 10-ten Versuch eine 
6 fällt, wenn schon vorher im 2-ten Versuch eine 4 gefallen ist? 
Welcher Versuchsvorschrift V’ entspricht diese Frage? Offenbar 
folgender: 

V’: Es soll mit demselben Würfel beliebig oft geworfen und eine 
aus den Ziffern 1 bis 6 bestehende Folge dann und nur dann als An- 
schreibfolge in B’ aufgenommen werden, wenn sie an 2-ter Stelle 
eine 4 aufweist. 

Die Anschreibregel von V’ entsteht also aus der Anschreibregel 
von V durch den verschärfenden Zusatz, daß die Bedingung an der 
zweiten Stelle der Anschreibfolgen erfüllt sein muß. 

Ganz allgemein werden solche verschärfenden Bedingungen an 
die Anschreibregel von V immer bewirken, daß aus V eine Versuchs- 
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vorschrift V’ entsteht, deren Folgenmenge B’ nur ein Teil der 
Folgenmenge B von V ist. 

Unter A (wahrscheinlichkeitstreue Abbildungen) hatten wir an 
die Art der Abschwächung der Anschreibregel 4 Forderungen ge- 
stellt, von denen 3 aus unserer Auffassung der Wahrscheinlich- 
keiten als Materialkonstanten der Ablaufsregelung stammten und 
die letzte eine methodologischer Art war. Diese Forderungen hatten 
aus der zunächst vagen Vorstellung der ‚Abschwächung‘ heraus ge- 
führt zu dem Begriff der wahrscheinlichkeitstreuen Abbildung. 

Genau die entsprechenden Überlegungen werden uns nun von 
der vagen Vorstellung der ‚„Verschärfung‘‘ der Anschreibregel zu 
dem Begriff der ‚Teilung‘ führen. 

Das soll nun im Einzelnen durchgedacht werden. 

Es handelt sich hier nicht mehr um eine eindeutige Abbildung 
von B auf B’ (der Folgenmenge von V auf die Folgenmenge der ab- 
geleiteten Versuchsvorschrift V’), denn es gibt ja Anschreibfolgen 
in B, denen keine Anschreibfolge aus B’ entspricht, was bei einer 
eindeutigen Abbildung nicht der Fall sein darf. Dagegen wird eine 
Teilmenge X von B (im Beispiel alle die Anschreibfolgen von B, die 
an 2-ter Stelle eine 4 aufweisen) wie man sagt „eineindeutig‘‘ auf 
B’ abgebildet. Das bedeutet, daß nicht nur jeder Folge aus X genau 
eine Folge aus B’ entspricht, sondern daß auch jede Folge aus B’ 
nur aus einer einzigen Folge von X entstanden ist, denn die Folgen 
von X stimmen ja sogar mit den zugeordneten Folgen aus B’ über- 
ein, so daß es sich sogar um eine sogenannte ‚identische‘ Abbildung 
von X auf B’ handelt. Natürlich ist das ein Spezialfall einer ein- 
deutigen Abbildung. (Der Spezialfall der eineindeutigen Abbildung 
lag auch im Beispiel 2 $ 1 vor). Nach dieser Vorbereitung gehen wir 
zur Sache selbst über. 

V und V’ haben dieselbe Ablaufsregelung. V’ ist eine Versuchsvor- 
schrift, sie muß also ein Wahrscheinlichkeitsfeld F’ induzieren, das 
— wie jedes Wahrscheinlichkeitsfeld — den Axiomen I—X aus $ 2 
genügen muß, so daß also (F’, B') =1 gilt. 

Welche Beziehungen bestehen nun zwischen dem Feld F von V 
und dem Feld F’ der abgeleiteten Versuchsvorschrift V’ ? 

Auf Grund der Identität der Ablaufsregelung müssen wir wieder, 
wenn » die Abbildung von X auf B’ und U ihre Umkehrung (wie 
unter A) bedeutet, verlangen: 
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a*) Materialforderungen. 

I*)Die Abbildung » erzeugt keine neuen Wahrscheinlichkeiten. 

Ist U’ eine Teilmenge von F’, so gehört Y\(W’) zu F. 

II*) Die Abbildung o vernichtet keine allen Wahrscheinlichkeiten. 

Ist A’ Teilmenge von B’ und gehört \(A’) zu F, so gehört W’ zu F'. 

III*) Die Abbildung p verändert die Größenverhältnisse der Wahr- 
scheinlichkeiten nicht. 

Sind X, und X, zwei Mengen aus F’, so verhalten sich ihre Wahr- 
scheinlichkeiten wie die ihrer Urbilder: 


(F,A):F,A,) = (F, YA/)): (F, U, )). 


ß*) Methodologische Forderung. 

IV*) Die Abbildung o ist von den Größen der Wahrscheinlichkeiten 
in F unabhängig. 

Genau formuliert bedeutet das: Haben V, und V, verschiedene 
Ablaufsregelungen aber die gleichen Folgenmengen B, = B, und 
geht V, durch o so in V,’ über, daß die Materialforderungen I*—III* 
erfüllt sind, so sollen auch stets beim Übergang von V, zu V,' durch 
o die Materialforderungen I*—III* erfüllt sein. 

Würden wir über die Abbildung @ — wie es unter A) geschah, nur 
voraussetzen, daß sie eine eindeutige Abbildung von Y auf B’ ist 
(es handelt sich ja um den Spezialfall der identischen Abbildung von 
U auf B’), so wären die Forderungen I*—IV* eine Verallgemeinerung 
der Forderungen I—IV, denn I*—IV* ginge dann im Spezialfall 
%X= B in I—IV über. Wir hätten also den Fall der Abschwächung 
und der Verschärfung der Anschreibregel gemeinsam behandeln 
können. Es ist aber praktisch einfacher mit 2 Operationen zu 
arbeiten, als mit einer sehr komplizierten.) 

In Verallgemeinerung von Satz 3,2 gilt 

Satz 3,8. Eine eindeutige Abbildung @ genügt dann und nur 
dann den Forderungen I*—IV*, wenn 

a) das Urbild jeder Grundmenge aus B’ eine Summe von Grund- 
mengen aus X ist 

b) das Bild jeder Grundmenge aus U eine Summe von Grund- 
mengen aus B’ ist 

c) die Menge X eine $%,-Menge (Def. 2,5) aus B ist. 

(Für Y = B geht Satz 3,8 in Satz 3,2 über!) 

Wir spezialisieren nun auf identische Abbildungen und erklären: 

Definition 3,7. Teilungsabbildung. 


42 


Die identische Abbildung 9 einer St,-Menge X aus B auf B’ heißt 
eine „Teilungsabbildung“. 

Entsprechend zu Def. 3,4 (wahrscheinlichkeitstreue Abbildung) 
sagen wir 

Definition 3,8. Teilung. 

Haben zwei Versuchsvorschriften V und V’ dieselbe Ablaufs- 
regelung und ist die Folgenmenge B’ von V’ aus der Folgenmenge B 
von V durch eine Teilungsabbildung entstanden, so sagen wir, V’ sei 
aus V durch „Teilung‘‘ oder auch durch „Verschärfung der An- 
schreibregel‘‘ entstanden. 

Unserer Grundannahme wegen, die Wahrscheinlichkeiten seien 
Materialkonstanten der Ablaufsregelung, gilt dann 

Satz 3,9. Ist V’ aus V durch Teilung entstanden, so sind zwischen 
F’ und F die Materialforderungen I*—III* erfüllt, es gilt also spe- 
ziell für jede Menge W’ aus F', wenn Y =PB’ $,-Menge aus B und 


F, A) #0 ist 

u FAR): W. 

(Da es sich um die identische Abbildung handelt, ist ja (AU) =W 
und die Gleichung für (F’, X’) folgt deshalb aus III*). 

Der Bequemlichkeit wegen wählen wir folgende 

Bezeichnung. Ist F' aus F durch Teilung mit der S,-Menge X mit 
(F, X) =# 0 entstanden, so setzen wr =FX. 

Dann gilt 

Satz 3,10. Ist X 8,-Menge aus F und ® eine beliebige Menge aus 


F, so gilt stets 
(FR, AB) = (FA) (FU, AB), 

wenn man vereinbart, daß im Falle (F, %) =0 dem Symbol 
(FA, AB) der Wert (F, ®) beigelegt wird. 

Dies folgt aus Satz 3,9, da ja AB als Teilmenge von A und Feld- 
menge von F auch Feldmenge von!" =F\X ist. 

(FU, UB) ist also die Wahrscheinlichkeit von B bei Vorliegen von X. 

Die Lösung unserer Ausgangsfrage nach der Wahrscheinlichkeit, 
daß im 10-ten Versuch eine 6 fällt, wenn im 2-ten Versuch eine 4 ge- 
fallen ist, ist also (F, X’): (F, X), wo X die $,-Menge der Anschreib- 
folgen aus B bedeutet, die an zweiter Stelle eine 4 aufweisen, 
während W die Menge der Anschreibfolgen ist, die sowohl an 2-ter 
Stelle eine 4 als auch an 10-ter Stelle eine 6 aufweisen. 

Allgemein besteht die Verschärfung der Anschreibregel darin, daß 
man hinzufügt, alle Anschreibfolgen von V’ sollen zur $,-Menge X 
aus B gehören mit (F, X) =# 0. 
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Offenbar gilt, entsprechend wie bei den wahrscheinlichkeitstreuen 
Abbildungen (Satz 3,7) 

Satz 3,11. Geht V durch eine Teilung 9, in V’ und V’ durch eine 
Teilung p, in V’’ über, so kann V in V” durch eine einzige Teilung ® 
überführt werden. 


84 
Die Erzeugung einer neuen Versuchsvorschrift 
aus zwei gegebenen 


(Verknüpfung — gebundene Verknüpfung — Verbindung) 


Vorbemerkung. Für Kenner der v. Misesschen Theorie sei bemerkt, daß 
das, was wir Verbindung nennen, das Analogon dessen ist, was auch bei 
Herrn v. Mises Verbindung heißt, und daß deshalb alle Fragen, die dort 
durch Verbindung lösbar sind, auch bei uns lösbar sind. 

Unsere bisherigen Operationen, die wahrscheinlichkeitstreue Ab- 
bildung und die Teilung lehrten, aus einer gegebenen Versuchs- 
vorschrift eine neue allein durch Abänderung der Anschreibregel zu 
erzeugen. Jetzt denken wir uns zwei Versuchsvorschriften V, und 
V, vorgegeben und untersuchen bestimmte Methoden, die gestatten, 
aus V, und V, — V, und V, brauchen nicht dieselbe Ablaufs- 
regelung zu haben — eine neue Versuchsvorschrift V zu erzeugen. 

Der Übersichtlichkeit wegen wollen wir den Gedankengang hier 
kurz skizzieren, ehe wir zu den Einzelbetrachtungen übergehen. 

1. Die Verknüpfung: Es ist eine Methode vorgegeben, nach der 
mit V, und V, operiert werden soll, so daß eine neue Versuchs- 
vorschrift V entsteht. Die Folgenmenge B von V ist aus der Methode 
eindeutig erkennbar. In Zeichen V,xV, =V. 

Natürlich induziert V wie jede Versuchsvorschrift ein Wahr- 
scheinlichkeitsfeld F. Dies Feld ist aus F, und F, weder ganz noch 
teilweise berechenbar, sondern die Größen der Wahrscheinlichkeiten 
können nur durch Versuche bestimmt werden. 

(Man habe etwa einen schwarzen und einen weißen Würfel. In 
eine Seitenfläche jedes Würfels sei ein starker Magnet eingelagert 
und durch andere Einlagerungen sei wieder bewirkt, daß die Wahr- 
scheinlichkeit jeder Fläche 4 ist. Wenn man mit beiden Würfeln 
aus einem Becher gleichzeitig wirft, dürfte es mindestens denkbar 
sein, daß das Wahrscheinlichkeitsfeld der neuen Vorschrift nicht aus 
den Wahrscheinlichkeitsfeldern ableitbar ist, die entstehen, wenn 
man mit jedem Würfel einzeln spielt.) 
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2. Die gebundene Verknüpfung. Es gilt V,xV,=V. Es seien nun 
aber gewisse Annahmen gemacht, die gestatten, wenigstens für ein 
Teilsystem © von Mengen aus F, deren Wahrscheinlichkeiten aus 
den Wahrscheinlichkeiten von F, und F, zu berechnen. Dagegen 
bleiben die Wahrscheinlichkeiten der Mengen von F, die nicht zu & 
gehören, wie unter l. mathematisch unableitbar und können nur 


durch Versuche bestimmt werden. (In Zeichen V,xV,=\V). 


3. Die Verbindung. Es gilt V,xV, =V. Die Annahmen, die unter 
2. die Berechnung der Wahrscheinlichkeiten der Mengen aus © ge- 
statteten, werden geeignet verschärft. Es ergibt sich, daß infolge 
dieser Verschärfung nicht nur die Wahrscheinlichkeiten der Mengen 
aus ©, sondern die Wahrscheinlichkeiten aller Mengen aus F aus 
denen von F, und F, berechenbar werden. (In Zeichen V,xV, =V). 

Unsere Verknüpfungen x werden so erklärt sein, daß sie auf 2 
ganz beliebige Vorschriften V, und V, anwendbar sind, daß also 
V=V,xV, stets existiert. Schon diese Allgemeinheit macht es 
glaubhaft, daß über V bzw. sein Feld keine mathematischen Aus- 
sagen möglich sind. V=V,xV, verlangt, daß V Bedingungen ge- 
nügt, die über V=V,xV, hinausgehen. Es ist dann eine Frage an 
die Erfahrung, ob V, das jadurch V =V,xV, schon eindeutig fest- 
gelegt ist, diese Bedingungen erfüllt. In noch stärkerem Maße gilt 
dasselbe für V =V,xV,. Aus der Gesamtheit aller V die durch 
V,xV, erklärt sind, wird also durch 2. eine Teilmenge heraus- 
gehoben, die der Verschärfung genügt, und aus dieser durch 3. wieder 
eine Teilmenge, die der neuen Verschärfung genügt. 

Völlig verstehen wird der Leser diese allgemeinen Ausführungen 
erst an Hand der folgenden Untersuchungen. Sie sollten nur einen 
Überblick über das Kommende ermöglichen. 

Wir wollen uns wieder an Beispielen orientieren und wählen für 
V, die Würfelvorschrift und für V, die Tetraedervorschrift. 

V,: Es werde mit einem gegebenen Würfel beliebig oft geworfen 
und jedesmal die oben liegende Ziffer notiert. 

V,: Es werde mit einem gegebenen Tetraeder beliebig oft ge- 
worfen und jedesmal die unten liegende Ziffer notiert. 

Aus diesen beiden Vorschriften wollen wir nun neue V erzeugen. 

1. V, und V, sollen gleichzeitig ausgeführt werden. Das jeweilige 
Ergebnispaar (geordnet) werde notiert. 

B besteht aus allen Anschreibfolgen, die aus diesen Paaren (es 
gibt deren 6 - 4 = 24) hergestellt werden können. 
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Die Ablaufsregelung der Verbindungsvorschrift besteht hier also 
in dem gleichzeitigen Ausführen der Ablaufsregelungen von V,und V,. 

2. Es sollen V, und V, abwechselnd, mit V, beginnend, ausge- 
führt und jedesmal das Ergebnis notiert werden. 

B besteht aus allen Folgen, die an den ungeraden Stellen eine der 
Ziffern 1 bis 6 und an den geraden Stellen eine der Ziffern 1 bis 4 
aufweisen. 

Die Ablaufsregelung besteht in dem abwechselnden Ausführen 
der Ablaufsregelungen von V, und V,. 

3. V, und V, sollen so ausgespielt werden, daß V, nur an den Prim- 
zahlstellen 2, 3, 5, 7, ... benutzt wird, an allen anderen Stellen 
aber V,. 

B besteht aus allen Folgen, die an den Primzahlstellen eine der 
Ziffern 1 bis 4, an den anderen Stellen aber eine der Ziffern 1 bis 6 
aufweisen. 

Die Ablaufsregelung besteht in der Angabe, daß an den Nicht- 
primzahlstellen die Ablaufsregelung von V,, an den Primzahlstellen 
aber die Ablaufsregelung von V, benutzt wird. 

4. V, soll an allen Stellen ausgespielt werden und an den Quadrat- 
stellen 1, 4, 9, ... zusätzlich gleichzeitig noch V,. 

B besteht aus allen Folgen, die an den Nichtquadratstellen eine der 
Ziffern 1bis6 an den Quadratstellen aber eines der 24 Paare aufweisen. 

Die Ablaufsregelung besteht darin, daß an jeder Nichtquadrat- 
stelle nur die Ablaufsregelung von V, an den Quadratstellen aber 
die Ablaufsregelung von V, und V, gleichzeitig benutzt wird. 

Diese vier Beispiele haben sämtlich verschiedene Ablaufs- 
regelungen und unterscheiden sich dadurch grundlegend von den 
folgenden, trotzdem diese entsprechend gleiche Folgenmengen be- 
sitzen. 

2. Es werden V, und V, gleichzeitig ausgeführt und die Ergebnisse 
abwechselnd, mit V, beginnend, notiert. 

Dies Beispiel hat mit 1. die Ablaufsregelung gemeinsam und ent- 
steht aus 1. durch wahrscheinlichkeitstreue Abbildung, nicht aber 
aus 2., weil ja 2’. und 2. verschiedene Ablaufsregelungen haben. 

3. Es werden V, und V, gleichzeitig ausgeführt und die Ergebnisse 
von V, werden an den Primzahlstellen notiert, die von V, an den 
anderen Stellen. Dies Beispiel hat mit 1. und 2’. die Ablaufsregelung 
gemeinsam und entsteht aus jedem von beiden durch wahrschein- 
lichkeitstreue Abbildung nicht aber aus 3. trotz Gleichheit der 
Folgenmengen. 
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4. V, und V, werden gleichzeitig ausgeführt; an allen Stellen 
werden die Ergebnisse von V, notiert, an den Quadratstellen noch 
zusätzlich die von V,. Dies Beispiel hat mit 1., 2°. und 3°. die Ab- 
laufsregelung gemeinsam und entsteht aus jedem dieser 3 durch 
wahrscheinlichkeitstreue Abbildung, nicht aber aus 4. 

Man sieht also, daß 2. und 2'., 3. und 3’. ebenso wie 4. und 4. 
zwar gleiche Folgenmengen, aber verschiedene Ablaufsregelungen be- 
sitzen und daß deshalb zwischen den Feldern von 2.und 2’. bzw.3.und 
3. bzw.4. und 4. keinerleiZusammenhänge bestehen, denn die Wahr- 
scheinlichkeiten sind ja Materialkonstanten der Ablaufsregelung. 

Zur weiteren Orientierung bringen wir noch zwei Beispiele. 

5. V, und V, werden gleichzeitig ausgeführt und jedesmal wird 
die Summe der Ergebnisse, also eine der Zahlen 2 bis 10 notiert. 

B ist dann die Gesamtheit der Folgen, die aus diesen Zahlen ge- 
bildet werden können. 

Wie man sieht, entsteht die Vorschrift aus 1. durch wahrschein- 
lichkeitstreue Abbildung. 

Eine Folge aus B läßt aber nun nicht mehr eindeutig erkennen, 
aus welchen 2 Folgen aus B, und B, sie komponiert ist, wie das bei 
den vorhergehenden Beispielen der Fall war, sondern eine solche Folge 
kann jetzt aus den verschiedensten Folgenpaaren entstanden sein. 

6. Der n-te Versuch werde dann und nur dann mit V, ausgeführt, 
wenn das Ergebnis des (n — 1)-ten Versuchs eine gerade Zahl war. 
Andernfalls wird der n-te Versuch mit V, ausgeführt. Dabei soll der 
erste Versuch stets mit V, ausgeführt werden. Das jeweilige Er- 
gebnis wird notiert. 

B ist die Gesamtheit der Anschreibfolgen, die mit einer der 
Ziffern 1 bis 6 beginnen und in denen auf eine gerade Zahl nie 5 oder 
6 folgen darf. 

Alle diese Beispiele behandeln Versuchsvorschriften, die aus V, und 
V, komponiert sind. 

Wir wollen aus ihnen den Begriff der ‚Verknüpfung‘ heraus- 
schälen. 

Wenn.man Beispiel 1 mit den Beispielen 2’. bis 4'. vergleicht, die 
ja alle dieselbe Ablaufsregelung wie 1. haben, so ist das Beispiel 1 
insofern „primär“ als seine Anschreibregel genau seiner Ablaufs- 
regelung entspricht, was bei 2’—4’ nicht der Fall ist. 

Damit ist gemeint, daß die Ergebnisse des n-ten Versuchs von 
V, bzw. V, im Beispiel 1 genau an der Stelle verwendet werden, an 
der dieser n-te Versuch in der Ablaufsregelung von V auftritt. 
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Ebenso sind primär die Beispiele 2. bis 4. im Gegensatz zu 2‘. 
bis &. 

Auch Beispiel 5 ist in diesem Sinne primär. In einer anderen Be- 
ziehung besteht aber zwischen 5. und den Beispielen 1. bis 4. ein 
grundlegender Unterschied. Ist nämlich B die Folgenmenge eines 
der Beispiele 1. bis 4. und NR eine Anschreibfolge aus B, so kann man 
von ®R stets eindeutig dasjenige Folgenpaar aus B, und B, ablesen, 
aus dem allein dies # komponiert werden kann. Bei Beispiel 5 da- 
gegen kann jedes N aus B aus unendlich vielen Folgenpaaren aus B, 
und B, entstanden gedacht werden. 

In Beispiel 6 dagegen ist jede nur aus ungeraden Ziffern bestehen- 
de Anschreibfolge nur aus V, entstanden und auch jede Anschreib- 
folge mit nur endlich vielen geraden Ziffern ist aus keinem Folge- 
paar aus B, und B, komponiert. 

Für unseren Begriff der „Verknüpfung“ zweier Versuchsvor- 
schriften V, und V, zu einer Versuchsvorschrift V wollen wır nun dies 
„Primärsein“ und die „Eindeutigkeit‘“ der Zerlegung jeder Folge R 
aus B in genau ein Folgepaar R, aus B, und R, aus B, vorausselzen. 

Diesen Sachverhalt haben wir also exakt mathematisch zu fassen. 
Das geschieht durch 

Definition 4,1. Die Verknüpfung V =V,xV,. 

(1,0) bzw. (0,1) bzw. (1,1) bedeuten die Ausführung eines Ver- 
suches mit V, bzw. mit V, bzw. die gleichzeitige Ausführung eines 
Versuches mit V, und mit V,. 

Eine feste aus diesen 3 Paaren gebildete Folge — sie braucht nicht 
jedes Paar zu enthalten — heißt eine „X-Folge“, wenn sowohl an 
den ersten als auch an den zweiten Paarplätzen in ihr die 1 unendlich 
oft auftritt. 

Sind V, und V, zwei beliebige Versuchsvorschriften, so heißt V 
durch die Verknüpfung x aus V, und V, entstanden (V = V,xV,), 
wenn V wie folgt erklärt ist: 

An der Stelle des Auftretens der n,-ten 1 an den ersten Paar- 
plätzen der Folge soll der n,-te Versuch mit V, gemacht und sein 
Ergebnis dort notiert werden. An der Stelle des Auftretens der 
n,-ten l an den zweiten Paarplätzen der Folge soll der n,-te Ver- 
such mit V, gemacht und sein Ergebnis dort notiert werden. 

Somit ist die Verknüpfung V=V,xV\V, für jede x-Folge ein- 
deutig erklärt und auch die Folgenmenge B von V, als die Gesamt- 
heit der Folgen R=NR,x%R,, die entsteht,“wenn R, alle Folgen 
aus B, und X, alle Folgen aus B, durchläuft. Es ist klar, daß zu 
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verschiedenen X -Folgen verschiedene V mit verschiedenen Ablaufs- 
regelungen gehören. 

Diese Definition deckt unsere Beispiele 1. bis 4., abernicht 2’.bis 4‘. 
Sie deckt auch nicht das Beispiel 6, wie man sofort sieht. Nicht jede 
Komposition zweier Versuchsvorschriften läßt sich also als Ver- 
knüpfung auffassen. Die Komposition muß vielmehr im Sinne von 
Def. 1,3 eine glatte Ablaufsregelung besitzen, sonst handelt es sich 
um keine X -Verknüpfung. 

Ehe wir zum Begriff der gebundenen x-Verknüpfung kommen, 
wollen wir unsere symbolische Schreibweise verallgemeinern. 

Ist X, eine Teilmenge von B, und %, eine Teilmenge von B,, so 
verstehen wir unter Y=XW,x\%, die Teilmenge von B, die alle und 
nur die Folgen # enthält, welche in der Form # = N,xR, mit R, 
aus X, und St, aus U, darstellbar sind. Speziell gilt also B=B,xB;,. 

(Es ist aber nicht etwa jede Teilmenge von B in dieser Form dar- 
stellbar! Sind etwa R,, NR bzw. R,, R, Anschreibfolgen aus B, 
bzw. B,, so ist die Teilmenge Y von BA ={N,xR, Rı xR,} 
nicht in der Form X, x U, darstellbar, denn YX, müßte ja mindestens 
%, und NY und V, müßte mindestens R, und R, enthalten. 
A,xY, enthielte also mindestens 4 Anschreibfolgen aus B.) 

Dagegen ist jede Grundmenge E n-ter Stufe aus B als „Produkt“ 
einer Grundmenge E, n,-ter Stufe aus B, und einer Grundmenge E, 
n,-ter Stufe aus B, darstellbar. E = E, x E,, wo die Zahlen n, und n, 
durch n eindeutig bestimmt sind. Um diese Zahlen zu bestimmen 
braucht man in der x-Folge nur nachzusehen, wie oft in den n 
ersten Paaren eine 1 an den ersten bzw. zweiten Paarplätzen auf- 
tritt. Um E, bzw. E, zu finden, nimmt man eine Folge = NR, xR, 
aus E und benutzt den Abschnitt der Länge n, von Rt, zum Fest- 
legen von E, und den Abschnitt der Länge n, von Rt, zum Festlegen 
von E,. 

Auf Grund-dieser Überlegungen erkennen wir nun, daß B durch 
2 bestimmte erlaubte Abbildungen (Def. 3,3) 9, bzw. 9, in B, bzw. 
B, übergeht. 

Streichen wir nämlich in jeder Folge V=NR,xNR, die zweite 
Komponente R,, so ist dies eine erlaubte Abbildung p, von B auf 
B,, streichen wir jedoch die erste Komponente %,, so ist dies eine 
erlaubte Abbildung », von B auf B,. 

Daß es sich um erlaubte Abbildungen handelt, sieht man so: 
Zunächst ist die Bedingung b) von Def. 3,3 erfüllt, denn die Grund- 
menge E =E,xE, aus B geht durch 9, in E, und durch 9, in E, 
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über. Aber auch die Bedingung a) ist erfüllt. Es ist nämlich /,(E,) 
=E,xB,. Zerlegt man nun, wenn E, von n,-ter Stufe ist und zun 
die Zahlen n, und n, gehören, B, in Grundmengen E} n,-ter Stufe, 


so folgt db, (E,)= I (E,xER), wo E,xEi Grundmenge n-ter Stufe 
A 


aus B ist. Entsprechendes gilt für U, (E,). 

Wenden wir nun diese erlaubten Abbildungen 9, bzw. 9, auf V 
als wahrscheinlichkeitstreue Abbildungen an — d.h. die Ablaufs- 
regelung von V bleibt konstant —, so geht V in 2 Vorschriften V,’ 
bzw. V, über, mit den Wahrscheinlichkeitsfeldern F,' bzw. F/', 
deren Folgenmengen B,' bzw. B, mit B, bzw. B, übereinstimmen. 

Bei unseren Beispielen 1.—4. ist offenbar anzunehmen, daß die 
Felder F, und F,' von V, und V,’ bzw. die Felder F, und F, von V, 
und V, identisch sind, denn im Beispiel 1 bedeutet V,' bzw. V,: 
Es soll mit beiden Körpern gleichzeitig gespielt aber immer nur 
das Ergebnis des ersten bzw. zweiten Körpers notiert werden. 

V, bzw. V, dagegen besagen: Es soll mit dem ersten bzw. dem 
zweiten Körper allein gespielt und immer die jeweiligen Ergebnisse 
notiert werden. 

Die Grundmengen E, aus B, bzw. E, aus B, werden in diesem 
Beispiel für V, und V,' bzw. V, und V, die gleichen Wahrschein- 
lichkeiten haben, ebenso wie die anderen Feldmengen, so daß die 
Felder F, und F}’ bzw. die Felder F, und F, identisch sein werden. 

Enntsprechendes gilt für die Beispiele 2., 3. und 4. 

Dieser bei unseren Beispielen zu vermutende Sachverhalt soll 
nun umgekehrt als Materialforderung in die Definition der „ge- 
bundenen Verknüpfung‘ aufgenommen werden und dadurch sollen 
Zusammenhänge zwischen F und F, bzw. zwischen F und F, kon- 
stituiert werden. 

Ehe wir auf Grund dieses Sachverhalts die Definition der ge- 
bundenen Verknüpfung aufstellen, erinnern wir uns an Satz 2,2 und 
die dort gegebene Erklärung der Feldklasse K(V) einer Versuchs- 
vorschrift V. Danach gehörte zu jeder Versuchsvorschrift V nicht 
nur ein einziges Wahrscheinlichkeitsfeld F, sondern die Gesamtheit 
der Felder, die aus F durch Transformation mit einer stetigen echt 
monotonen Funktion f(x) mit f(l)=1 und £f(0)=0 hervorgehen. 

Um nicht zu viel zu verlangen, erklären wir deshalb 

Defination 4,2. Diegebundene Verknüpfung V=V,xV,. 
Ist V=V,xV, durch die x-Verknüpfung (Def. 4,1) aus V, und 
V, entstanden, so sagen wir, es handele sich um eine „gebundene 
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x-Verknüpfung“, wenn es in K(V) bzw. K(V,) bzw. K(V,) drei 
spezielle Felder F, bzw. F, bzw. F, so gibt, daß wenn X, bzw. W, be- 
liebige Feldmengen aus F, bzw. 1‘, sind, stets gilt 


(R, 4)) = dr, A,) bzw. (F, 1, (,)) = (R, %,). 


In diesem Fall schreiben wir V=V,xV.,. 

Dies ist die genaue Präzisierung unserer vorhergehenden Über- 
legungen. 

Die mathematischen Folgerungen aus dieser Definition wollen 
wir erst gleichzeitig mit denen aus der später folgenden Definition 
der „Verbindung‘‘ nennen, weil diese Folgerungen eng zusammen- 
hängen. 

Zunächst soll an einem Beispiel gezeigt werden, daß wirklich, wie 


zu Beginn dieses Paragraphen unter 2. behauptet wurde, für F nur 
das System ©, das aus allen Mengen Ü, (X,) und 4, (As) besteht, be- 
rechenbare Wahrscheinlichkeiten hat, daß aber durch diese Tat- 
sache Wahrscheinlichkeiten für andere Feldmengen von F nicht 
mathematisch festgelegt werden können. 

Wir werden dabei erkennen, daß dieser Sachverhalt seine Ursache 
weder darin hat, daß wir uns nicht auf additive Felder beschränkt 
haben noch auch in der Vielfachheit unserer x -Verknüpfungen. 

Wir haben einen ‚richtigen‘‘ Würfel, mit dem beliebig oft ge- 
worfen werden soll. 

V,: Es soll jedesmal notiert werden, welche Ziffer oben liegt. 

V,: Es soll jedesmal notiert werden, welche Ziffer unten liegt. 

(V, und V, haben dieselbe Ablaufsregelung). 

Als x -Folge geben wir vor (1,1), (1,1), (1,1), (1,1), ..., es soll also 
in jedem Versuch V, und V, gleichzeitig ausgeführt werden. 

B besteht aus allen Paarfolgen und an jeder Stelle einer Anschreib- 
folge aus B ist jedes der 6 : 6 — 36 Paare zugelassen. 

Ist nun in dem Anfangsabschnitt der Länge n einer Grundmenge 
E n-ter Stufe aus B nicht für jedes der n Paare die Summe der 
Ziffern 7 (die Summe der Ziffern zweier Gegenflächen beim üb- 
lichen Würfel ist 7), so kann keine Ergebnisserie der Länge n dieser 
Art auftreten, die Wahrscheinlichkeit (F, E) muß dann also null sein. 

Offenbar handelt es sich bei V wirklich um eine gebundene 
x-Verknüpfung von V, und V,, denn ob man nur die oben liegenden 
(2,) oder nur die unten liegenden (o,) Ergebnisse notiert, kann, zu- 
mal es sich hier ja der Gleichheit des Versuchsablaufs wegen sogar 
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um echte wahrscheinlichkeitstreue Abbildungen handelt, die Wahr- 
scheinlichkeiten nicht beeinflussen. 

Es muß also (F, y,, (A,))=(F,, Aı) und (F, b,(W,))=(F,, W,) gelten. 

Ganz anders wäre die Sachlage, wenn V, und V, mit 2 richtigen 
Würfeln operieren. 

Dieselben Mengen A, bzw. VW, wie oben würden zu den neuen 
Feldern F, bzw. F, gehören und dieselben Wahrscheinlichkeiten 
haben. Trotzdem würde — Additivität und Unabhängigkeit der 
Versuche im üblichen Sinn vorausgesetzt — nun für jede Grund- 
menge E n-ter Stufe (F, E) = (4) sein. 

Deshalb kann mathematisch aus dem Festgelegtsein der Zahlen 
(F, U,(X,)) nichts über die Zahlen (F, E), die ja in beiden Beispielen 
verschieden sind, trotzdem die (F, U,(W,)) gleich sind, folgen. 

Was die Verschiedenheit der V=V,xV, Felder in beiden Fällen 
hervorruft, ist, daß im ersten Fall ein Zusammenhang zwischen 
V, und V, (dieselbe Ablaufsregelung) besteht, im zweiten Fall aber 
V, und V, unabhängig voneinander sind. Um dies „Fehlen des 
Zusammenhangs‘“ mathematisch fassen zu können, müssen wir neue 
Begriffe einführen und machen deshalb eine Einschaltung über den 


Begriff der Unabhängigkeit. 


Um zum Begriff der Unabhängigkeit zu kommen, greifen wir auf 
die Operation der Teilung ($ 3) zurück. 

Nach Satz 3,10 galt für jede S,-Menge U aus B, wenn B eine be- 
liebige Feldmenge aus F war, 


(F, AB) = (FAX) (FÜ, AB) 


(FU, AB) konnte als Wahrscheinlichkeit dafür gedeutet werden, daß 
8 beim Vorliegen von X eintritt. 

Deshalb ist es sinnvoll zu sagen, B. sei von A „unabhängig“, 
wenn seine Wahrscheinlichkeit durch das Vorliegen von X nicht be- 
einflußt wird. 


Deshalb erklären wir: 

Definition 4,3. Ist F ein Wahrscheinlichkeitsfeld, so heißt die 
Feldmenge ® von der $,-Menge X unabhängig, wenn (F, ®3) 
= (FA, AB) gilt. 

(Deshalb hatten wir im Falle (F, A) = 0 das vorher unerklärte 
Symbol (FA, AB) als (F, 8) festgesetzt, in Satz 3,10). 

Aus dieser Definition folgt unmittelbar 


52 


Satz 4,1. Ist die Feldmenge ® von der $,-Menge X unabhängig, 
so gilt 
(F, AB) = (F,W) (F, B) 


und umgekehrt folgt aus dieser Gleichung, daß ® von X unabhängig 
ist. 

Definition 4,4. Zwei ,-Mengen heißen „unabhängig“ schlecht- 
hin, wenn jede von der anderen unabhängig ist. 

Satz 4,2. Sind die St,.Mengen A und W’ unabhängig, so gilt 
(F, AW) = (F, A) (F, W) und aus dieser Gleichung folgt die Un- 
abhängigkeit von X und W. 

Nunmehr können wir überlegen, was unter Unabhängigkeitzweier 
Versuchsvorschriften V, und V, verstanden werden kann. Wir 
müssen sie auf die Unabhängigkeit geeigneter S?,-Mengen in einem 
Felde F zurückführen. Das geschieht durch 


Definition 4,5. x-Unabhängigkeit von V, und V,. 


Es sei V=V,xV,. K(V) sei die Feldklasse von V. X, bzw. X, 
seien beliebige $,-Mengen aus B, bzw. B,. Dann heißen V, und V, 
„X -unabhängig‘‘, wenn esin K(V) ein Feld F gibt, in dem die Mengen 
b, (,) stets von den Mengen U, (X,) unabhängig sind. 

(Da o, und o, erlaubte Abbildungen sind, sind U, (Y,) und b, (X,) 
,-Mengen aus B=B,xB,). 

Nunmehr geben wir 

Definition 4,6. Die x-Verbindung von V,und V,. 


Sind V, und V, x-unabhängig, so heißt V =V,xV, durch „x - 
Verbindung‘ aus V, und V, erzeugt. Wir schreiben dann 


V=V,xV, 

Sowohl die Erklärung der gebundenen x -Verknüpfung als auch 
der x-Verbindung gilt auch für irreguläre Versuchsvorschriften. 
Leider war es uns mathematischer Schwierigkeiten wegen nicht 
möglich, auch in diesem Falle Folgerungen aus den Definitionen zu 
ziehen. Deshalb setzen wir voraus 

Im folgenden sind V, V, und V, reguläre Vorschriften. 

Nach Satz 2,1 enthält K(V) bzw. K(V,) bzw. K(V,) additive 
Felder F+ bzw. F,* bzw. F,t. 

Satz 4,3. Geht VausV, und V, durch gebundene x -Verknüpfung 
hervor (Def. 4,2), so gilt für jede Feldmenge %X, aus F}* und %, aus 
F,* 


(Ft, vı (AU)) = (F,*, A,) und 63 br (X,)) = (F,*, W,) 
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und umgekehrt folgt aus der Gültigkeit dieser Gleichungen, daß 

V aus V, und V, durch gebundene x -Verknüpfung erzeugt ist. 
Satz 4,4. Geht V aus V, und V, durch x-Verbindung (Def. 4,6) 

hervor, so ist, wenn V, und Il, beliebige Feldmengen aus F,+ und F,+ 


sind, stets (F+, dA) deM)) = (Fit, A) (Ft, U). 


Außerdem ist die Wahrscheinlichkeit jeder Feldmenge von F+ aus 
Wahrscheinlichkeiten von Feldmengen aus F,+ und F,* berechenbar. 
Es sei bemerkt, daß b, (U) = A, xB, und Y,(U,) = Bıx NW; ist, 
also b,(X,) da(U,) = U, XNW,. Man kann die obige Gleichung also auch 


in der Form (F+, A,xW,) = (F}*, U) (Fy*, 4,) 


schreiben, die vielleicht übersichtlicher ist. 

Es muß noch ausdrücklich darauf hingewiesen werden, daß sowohl 
die gebundene x-Verknüpfbarkeit zweier Versuchsvorschriften als 
auch ihre X-Unabhängigkeit, Relativbegriffe in dem Sinne sind, 
daß sie für eine x -Folge gelten können und für eine andere x -Folge 
nicht. Für die x-Unabhängigkeit ein einfaches Beispiel, das wir 
schon einmal benutzten. 

Es werde mit einem gegebenen „richtigen“ Würfel beliebig oft 
geworfen. 

V,: Es werde jede oben liegende Zahl notiert. 

V,: Es werde jede unten liegende Zahl notiert. 

Wählen wir die x-Folge (1,0), (0,1), (1,0), (0,1), ... dann ist V, 
und V, x -unabhängig. 

Wählen wir die x-Folge (1,1), (1,1), (1,1), .... dann ist V, und V, 
nicht X -unabhängig. 

Die in der Praxis auftretenden Versuchsvorschriften dürften, so- 
fern ihre Ablaufsregelungen kein gemeinsames Versuchsmaterial ent- 
halten und sofern man sie in hinreichender Entfernung ausspielt 
gegenüber jeder x-Folge x -unabhängig sein. 


Bemerkung zu $4. 

Während durch die wahrscheinlichkeitstreuen Abbildungen und 
Teilungen ($ 3) alle Erzeugungsmöglichkeiten einer Versuchsvor- 
schrift aus einer anderen durch die Prinzipien I—IV restlos erfaßt 
wurden, umfaßt die x -Verknüpfung durchaus nicht alle Erzeugungs- 
möglichkeiten einer neuen Versuchsvorschrift aus zwei vorgegebe- 
nen. Bereits jede verknotete Vorschrift (Def. 1,3 Beispiel 14 $ 1) ist 
ja aus zwei Vorschriften auf eine Art erzeugt, die keine x-Ver- 
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knüpfung ist. Eine umfassende Klassifizierung für diese Fälle steht 
noch aus und bietet ein weites Feld für zukünftige Untersuchungen. 
Wichtig ist diese Frage nicht so sehr aus mathematischen Gründen, 
denn jeder Spezialfall dieser Art läßt sich mühelos mathematisch be- 
handeln. Jedesmal aber müssen bei dieser Behandlung Annahmen 
gemacht werden, die in Wahrheit Annahmen über das Natur- 
geschehen in diesem Fall sind, so wie das ja auch bei unseren 
Prinzipien I—IV oder bei der gebundenen x -Verknüpfung oder bei 
der x-Verbindung der Fall ist. Eine Klassifizierung also würde 
den Überblick über diese Annahmen sehr fördern und darin in 
der Hauptsache läge ihr Wert. 


$5 
Der Bayessche Satz und die Unabhängigkeit der Versuche, 
d.h. die multiptikative Versuchsvorschrift 


Durch diesen Paragraphen wollen wir den Übergang von unserer Theorie 
der Versuchsvorschriften zu den üblichen Fragen der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung deutlich machen. Er verfolgt also nur ein didaktisches Ziel. 

Im folgenden setzen wir die Additivität der Wahrscheinlich- 
keiten voraus. 

Zunächst beweisen wir als Beispiel das Bayessche Theorem und 
gehen nachher auf die übliche Voraussetzung der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung, die Unabhängigkeit der Versuche, ein. 


A. Das Bayessche Theorem. 


In der üblichen Bezeichnung handelt es sich um die „Wahr- 
scheinlichkeiten der Ursachen“. Nach Ableitung der Formel werden 
wir diese Bezeichnung diskutieren. 


Satz 5,1. F sei ein Wahrscheinlichkeitsfeld und U, 3, En 
(n =1,2,3,....) seien $,-Mengen aus F. Ferner seien die C„ paar- 
weise fremd und A<%€n. Endlich sei (F,%) = 0. Dann gilt 


ir or (F, 3) (FO, 8 W 
RISSE) (FC, Gl) 
Beweis. Nach Satz 3,11 (Teilung) ist 
(FA, AB,) (F, A) = (FB, 8% (F, ®,) 
also wegen (F, A) + 0 


(FA, AB,) = (FB, BA) (F, BI): FEW. 
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Wegen X < ZC„ und der Fremdheit der En gilt 
(F,%) = (F, AEG.) = Z(F, AG.) =E(FC,, Ca%) (F,Ch) 


durch Teilung. Einsetzen von (F, X) in die vorhergehende Gleichung 
ergibt den Satz. 

Wir spezialisieren die Voraussetzungen von Satz 5,1 durch die 
Annahme &, = Bı fürn =1, 2,3, ... 

Daraus folgt 

Satz 5,2. Bayessche Formel. 

Fseiein Wahrscheinlichkeitsfeld, YVund Bn,n =1,2,3,... seien 
&,-Mengen aus F, ferner sei (F, X) # 0 und die Mengen ®, seien 
paarweise fremd. Endlich gelte X <2%Bn. Dann ist für jedes A 


_ _ BB) (FB DM) 
ER, 8.) (FB, Ba) 


Diese Formel wollen wir nun in die übliche Sprache übersetzen 
und uns klarmachen, warum hier die Bezeichnung ‚Wahrscheinlich- 
keit der Ursachen“ entstehen konnte. 

Nach Voraussetzung ist EBn >A und die ®n sind paarweise 
fremd. 

Jede Anschreibfolge, die zu X gehört, gehört also notwendig zu 
genau einem der Bn. 

Dieser Notwendigkeit wegen pflegt man die verschiedenen ‚„Mög- 
lichkeiten‘‘ Bn die verschiedenen „Ursachen“ der Möglichkeit A zu 
nennen. Dann aber ist (FA, A 8,) konsequent als die Wahrscheinlich- 
keit dafür zu bezeichnen, daß das Vorliegen der Möglichkeit X, die 
Ursache 3, hat. 

Ferner ist dann (FB, ®n X) als die Wahrscheinlichkeit, die die 
Möglichkeit X bei Vorliegen von Bn hat, anzusprechen. 

(F, 8.) endlich pflegt man die a-priori Wahrscheinlichkeit der 
Ursache ®„ zu nennen. 

Dies sei noch an einem ganz einfachen Beispiel verdeutlicht. 

Es wird gewürfelt und mitgeteilt, daß das Ergebnis des 1-ten Ver- 
suchs eine gerade Zahl war. Welches ist die Wahrscheinlichkeit, daß 
es 2 war?! 

X ist hier die Menge der Anschreibfolgen, die mit einer geraden 
Zahl beginnen. B, (X =1, 2, 3) ist die Menge der Anschreibfolgen, 
die mit 2X beginnen. Die 3 Mengen %, sind hier die möglichen Ur- 
sachen der Menge X. Die Antwort auf unsere Frage lautet also nach 
Satz 5,2 


(FX,UB,) 
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F, 8.) (F2,, 
au, un, „EBD 


Z(F, Br) (F Ban, Ban) 


ns 


Da in unserem Beispiel dB, +Bd+B%,=U gilt, st BA =B, 
B,A = DB, und B,A = B,, also stets (F Bu, Ban) = 1. Unsere For- 
mel reduziert sich also auf 


(F,%,) 
(FB) +, 8) + (F, 85) 
Sind speziell die Wahrscheinlichkeiten dafür, daß eine Anschreib- 


folge mit 2 oder mit 4 oder mit 6 beginnt, gleich, so folgt, wie zu ver- 
muten war 


(F U, Au B,) == 


(FU, UB,) =}. 


Wie man sieht, ist die Wahl des Wortes ‚Ursache‘ nicht allzu 
glücklich. 

Es gelingt natürlich ohne weiteres die Tatsache, daß das Vor- 
handensein einer Anschreibfolge aus Y an das Vorhandensein einer 
Anschreibfolge aus genau einem ®, gekoppelt ist, auch anders zu 
deuten und Beispiele zu konstruieren, in denen die hier gegebene 
Deutung dem natürlichen Gefühl widerspricht. 

Will man bei der pseudokausalen Interpretierung bleiben, so kann 
man ebenso berechtigt sagen: 

Das Vorliegen von X zieht entweder das Auftreten von ®B, oder 
von ®B, oder von ®, usw. nach sich. ®„ könnte somit mit gleichem 
Recht als eine der möglichen „Wirkungen“ der Ursache X aufgefaßt 
werden. Dann wäre (FY, AB,) die Wahrscheinlichkeit dafür, daß 
das Vorhandensein von X das Auftreten von ®, bewirkt und ent- 
sprechend wäre (F®,, BnX) die Wahrscheinlichkeit dafür, daß das 
Vorhandensein von Bn die Ursache W hat. 

Man könnte daher mit demselben Recht von einem Satz über die 
„Wahrscheinlichkeiten der Wirkungen‘ sprechen. 

Wir geben auch für diese Deutung ein Beispiel. 

Gegeben sei eine Kugel, die aus zwei Halbkugeln gleichen Ge- 
wichts aber verschiedener Elastizität besteht. 

Es soll über der Mitte eines Tisches immer in gleicher Höhe die 
Kugel in einem Becher geschüttelt und auf den Tisch geworfen 
werden. 

Dann sind bei jedem Versuch folgende 4 Ergebnisse möglich. 
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1. Fall auf den elastischen Teil, verbunden mit Herabrollen vom 
Tisch. 

2. Fall auf den elastischen Teil, verbunden mit Ruhelage auf dem 
Tisch. 

3. Fall auf den weniger elastischen Teil, verbunden mit Herab- 
rollen vom Tisch. 

4. Fall auf den weniger elastischen Teil, verbunden mit Ruhelage 
auf dem Tisch. 

Bezeichnet man den Fall auf den elastischen bzw. weniger elasti- 
schen Teil mit «, bzw. mit «, und das Herabrollen vom Tisch bzw. 
die Ruhelage auf dem Tisch mit ß, bzw. ß,, so sind die Möglich- 
keiten bei jedem Versuch 


(&1, Bı), (&1» Bo), (&, Bı) und (@, B2). 


U sei die Menge der Anschreibfolgen, die mit («,, ß,) oder («,, ß,) 
beginnen. 

3, sei die Menge der Anschreibfolgen, die mit («,, ß,) oder mit 
(&2, ß,) beginnen. 

%, sei die Menge der Anschreibfolgen, die mit («,, ß,) oder mit 
(&,, ß,) beginnen. 

9, und 3, sind fremd es gilt B, + ®B,> X. Man hat also nach 
Satz 5,2 

N) 
(FA, AB,) = (Fı %ı) (FB, B, A) 


(F,B)(FB,BW + (FB) (FB, 8%) 


Hier geht es gegen jedes Gefühl zu sagen, daß 8, also das Herab- 
rollen vom Tisch im ersten Versuch, die ‚‚Ursache‘‘ des zeitlich doch 
vorhergehenden Auffallens der Kugel auf den elastischen Teil ist, 
obwohl die übliche Deutung der Formel diesen Wortlaut verlangen 
würde, dagegen widerspricht der Sachverhalt jetzt nicht unbedingt 
der zweiten pseudokausalen Deutung, nach der 3,, also das Herab- 
rollen vom Tisch im ersten Versuch, als Folge (Wirkung) des vor- 
hergehenden Eintritts von W, also des Falls auf den elastischen Teil, 
anzusprechen wäre. 

Die Klärung dieses Sachverhalts besteht eben in der Erkenntnis, 
daß der Begriff des Wahrscheinlichkeitsfeldes und alle daraus her- 
geleiteten Sätze gar nichts mit dem Begriff ‚Ursache‘‘ zu tun haben, 
und daß man eben in die Formeln sehr vieles nur für spezielle Frage- 
stellungen Geeignetes hineininterpretieren kann, das für die all- 
gemeine Gültigkeit der Formeln ganz belanglos ist. 
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Wir wollen noch einen Satz ableiten, den man als den ‚Satz über 
die Wahrscheinlichkeit zukünftiger Ereignisse‘ zu bezeichnen 
pflegt. 


Satz 5,3. „Wahrscheinlichkeit zukünftiger Ereignisse“. 


U, Ban, und E seien Su-Mengen aus F. Es sei (F,X) #0 und 
AUc< & Bn wo die Bn paarweise fremd sind. Dann ist 


2 (F, Ba) (F Ba, BA FBEU, BAUnE) 
Beweis. Nach dem Teilungssatz 3,7 und wegen U < % Bn gilt 
(FAU,AC = (FA, ACER Bn) = ZN ACDB,) 
= EPUDn, ABC) (FA, ABn). 
Nach Satz 5,2 ist ferner 


(F, 8,) (FB, 3% 
FU, -ITFR, VW (F 9) 
( U AUB,) y (F Di: Ball) (F, Bn) 


Durch Einsetzen in die vorige Gleichung ergibt sich die Behaup- 
tung. 

Es handelt sich nun um die übliche Interpretierung dieser Formel. 

Gewöhnlich betrachtet man A als eingetretenes und & als zu- 
künftiges Ereignis und deutet die anderen Faktoren wie bei der 
Bayesschen Formel. Neu hinzu tritt nur der Faktor (FB, X, BnAE). 
Dieser ist dann als die Wahrscheinlichkeit dafür anzusehen, daß & 
eintreten wird, falls X durch die Ursache ®„ schon eingetreten ist. 
(FU, A) ist dann natürlich als Wahrscheinlichkeit dafür aufzufassen 
daß, wenn X eingetreten ist, C eintreten wird. 

Wir wollen ein Beispiel für diese Art der Deutung angeben. 

Gegeben seien zwei äußerlich gleiche Urnen U, und U,. U, ent- 
halten, weiße und m, schwarze, U, enthalte n, weiße und m, schwarze 
Kugeln. 

Jeder Versuch bestehe darin, daß eine der beiden Urnen gewählt 
und aus ihr nacheinander, ohne Zurücklegen nach dem ersten Zug, 
zwei Kugeln gezogen werden. 

Gefragt wird nach der Wahrscheinlichkeit, daß die zweite Kugel 
weiß sein wird, wenn die erste weiß war. 

In jedem Versuch gibt es acht mögliche Ergebnisse, nämlich, 
wenn w „weiß“ und s „schwarz‘‘ bedeutet: 


(FA,AC) = 
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U,ww, U,ws, U,sw, U,ss, U,ww, U,ws, U,sw, U,ss. 

U: Menge der Anschreibfolgen, die mit U,ww oder U,ws oder 
U,ww oder U,ws beginnen. 

Bu Ba, Ba, Bu: Menge der Anschreibfolgen die mit U,ww bzw. 
U,ws bzw. U,ww bzw. U,ws beginnen. 

&: Menge der Anschreibfolgen, die mit U,Aww oder U,sw oder 
U,ww oder U,sw beginnen. 

Dann gibt Satz 5,3 die Lösung der gestellten Frage, und die 
einzelnen Faktoren sind im üblichen Sinne deutbar. 

Wegen HA =Bn und BE =B, BE=0,BE=B, und 
3, = 0, schrumpft die Formel, wie man leicht sieht, auf folgende 
Gestalt zusammen 


(Fr, ac) = ED) + (5 Dh) 


3 (F, ©) 


n=1 
Natürlich ist es klar, daß man auch hier, entsprechend wie bei der 
Bayesschen Formel, Fragen aufwerfen kann, für die die gegebene 
Interpretierung ganz unangemessen ist. 


B. Die Unabhängigkeit der Versuche. 

Die meisten Sätze der Wahrscheinlichkeitsrechnung sind nun 
nicht so allgemeiner Art wie die beiden eben angeführten. Oft kann 
man nämlich speziellere Annahmen über Zusammenhänge zwischen 
den Größen der Wahrscheinlichkeiten einer Versuchsvorschrift 
machen. 

Würfelt man z.B. unbeschränkt oft, so wird die Wahrscheinlich- 
keit des Fallens der 6 im 10-ten Versuch nicht davon abhängen, 
welche Ergebnisse sich in den 9 ersten Versuchen eingestellt haben. 

Dieser Sachverhalt verallgemeinert führt zum Begriff der multi- 
plikativen Versuchsvorschrift. 

Definition 5,1. E/® durchlaufe die Grundmengen n-ter Stufe und 
ein+D ge; die r-te Möglichkeit im (n+1)-ten Versuch bzw. die Menge 
der Anschreibfolgen, die an (n-+1)-ter Stelle diese Möglichkeit auf- 
weisen. 

Dann heißt die r-te Möglichkeit des (n-+ 1)-ten Versuchs unab- 
hängig von denn ersten Versuchen wenn gilt 


(F, +2) u Br, Em euren) 
Idee In 
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Diese Definition steht im Einklang mit Def. 4,3 über die Unab- 
hängigkeit von Feldmengen. 


Definition 5,2. „Multiplikative Versuchsvorschrift‘“. 

Eine Versuchsvorschrift heißt multiplikativ, wenn die r-te Mög- 
lichkeit des (n+ 1)-tien Versuchs von den n ersten Versuchen unab- 
hängig ist für jedes x und jedes n. 

Aus Satz 4,2 folgt dann mühelos 

Satz 5,4. Sind el", em), en) Imin<m<n,<...<nm,!m 


Is 
Möglichkeiten, die an n,-ter bzw. n,-ter, ... bzw. Nm-ter Stelle auf- 


treien können, so gilt 
(ER... en = (Pe, er a) 
wenn die Versuchsvorschrift multiplikativ ist. 

Es ist vorauszusehen, daß man über die Wahrscheinlichkeits- 
felder, die zu multiplikativen Versuchsvorschriften gehören, vieles 
wird aussagen können, was in allgemeinen Wahrscheinlichkeits- 
feldern nicht gilt. Der größte Teil der Sätze der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung bezieht sich in der Tat auf solche Wahrscheinlichkeits- 
felder. Sie sind trotz der Einschränkungen von großem praktischem 
Wert, weil außerordentlich viele in der Praxis auftretende Ver- 
suchsvorschriften multiplikativ sind. Auf diese Sätze selbst ein- 
zugehen, gehört nicht zu unseren Zielen, die sich ja nur auf die 
Grundlegung der Wahıscheinlichkeitsrechnung beziehen. 
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Teil II 
Mathematischer Anhang 


Zunächst soll in Kap. I die allgemeine Maß- und Inhaltstheorie, 
soweit wir sie benötigen, abgeleitet werden. 

In Kap. II folgen dann die Beweise für die Sätze des ersten Teils 
ihrer Reihenfolge entsprechend. 

Kap.I ist eine Spezialisierung und Überarbeitung von E.Tornier: 
„Maß- und Inhaltstheorien, in denen die Additivität der Maße nur 
im Unendlichkleinen gefordert wird“. Abh. d. Preuß. Akad. Wiss. 
1941 Nr. 8. Ein Versehen, das sich dort in Def. 9 eingeschlichen 
hatte, wird hier vermieden. 


Kap. 1. Allgemeine Maß- und Inhaltstheorie 


Wir gehen von Forderungen aus, die unseren Axiomen I—X in 
$ 2 entsprechen. 

Um falsche Assoziationen unmöglich zu machen, wollen wir eine 
andere Terminologie und Bezeichnung wählen und die den Mengen 
zugeordneten Zahlen nicht mehr Wahrscheinlichkeiten, sondern 
„Inhalte‘‘ nennen. 

Wir zählen unsere Axiome nochmals in der neuen Terminologie 
auf und verzichten für I(B) auf die Einheitsnomierung, auch reden 
wir nicht mehr vom Wahrscheinlichkeitsfeld F sondern vom System 
X der Inhaltsmengen. 


Erste Axiomsgruppe 


AxiomT. Eindeutigkeit des Inhalts. 


Jeder Teilmenge U von B, die zum System ® der Inhaltsmengen ge- 
hört, ist eindeutig eine nicht negative Zahl — in Zeichen I(X) — zu- 
geordnet. 


Zweite Axiomsgruppe (Minimalumfang von $}) 
Axiom Il’. Existenz der Ausgangsinhalte. 
Das System ® enthält jede Grundmenge aus B. 
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Axiom IIT. Zulässigkeit der Mengenaddition. 

Gehören zwei Teeilmengen A und B von B zu 8, so gehört auch die 
Menge A+BzuR. 

Axiom IV’. Zulässigkeit der Mengensubtraktion. 

Gehören zwei Teilmengen X und B von B zu 8, und gilt U > B, so 
gehört auch U— B zu Rt. 

Axiom V’. Vollständigkeitsforderung. 


Gibt es für eine Teilmenge & von B Mengen Un und Bun aus S, so 
daß Un <E< Bn gilt und die Differenz I(®Bn) — In) dei wachsen- 
dem n dem Betrage nach beliebig klein wird, so gehört auch & zu . 


Dritte Axiomgruppe. 


Zusammenhänge zwischen den Inhalten 
Axiom VI‘. Größenordnung von Teilmengeninhalten. 
Gehören die Teilmengen U und B von B zu und ist U > B, so 
gilt LAU) SZ IB). 
Axiom VIT. Zerlegungsaxiom. 


Ist eine Menge X aus R in höchstens abzählbar viele Mengen U,, Ya» 
U, . . . zerschnitien, deren jede ebenfalls zu $ gehört, so gilt 


4 (3 = 1m. 
no 1=1 


Axiom VIIT. Stetigkeitsaxiom. 

Ist < > 0 eine festgewählte Zahl, so gibt es eine von ihr abhängige 
Zahl8 =8(e) > 0, sodaß wenn A und B zu SR gehören, aus I(B) < 8 
steis folgt IA +B) — IU <e. 

Axiom IX’. Monotonieaxiom. 


Ist n > 0 eine festgewählte Zahl, so gibt es eine von ihr abhängige 
Zahl $ =%Y{n) > 0, so daß wenn U und B zu R gehören aus fremd 
sind, aus I(U + B) — IA) < % stets folgt I(B) < n. 


Vierte Axiomgruppe. Das Minimalaxiom 
Axiom X’. Minimalaxiom. 


Das System S ist der kleinste Bereich, der den Aziomen I—IX’ 
genügt. 
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Einschaltung 


Ehe wir zur Entwicklung der allgemeinen Theorie übergehen, soll 
Folgendes bemerkt werden: 

Die Axiome VIIT und IX’ fordern sozusagen „gleichmäßige“ 
Stetigkeit und „gleichmäßige‘“ Monotonie. Man könnte daran 
denken auf die „Gleichmäßigkeit‘ zu verzichten und zu fordern: 

VIII’. Gehören die Mengen X und ®n, n=1,2,3,..., zu fund 
gilt ‚lim I(8n) =, so folgt 

‚lim I (U + Bn) =0 
und 

IX”. Gehört Y und B zu f und ist Y und ® fremd und I(B) > 0, 
so folgt 

IA+B)>IM. 

Es ist uns nicht gelungen, die allgemeine Theorie mit diesen schwä- 
cheren Axiomen zu entwickeln, es ist aber auch nicht bewiesen, daß 
sie mit diesen Axiomen nicht entwickelt werden kann. Ja, es steht 
nicht fest, ob in wenn VIII’ und IX’ durch VII’ und IX” ersetzt 
wird, stets der Satz gilt: 

NM hat dann und nur dann Inhalt, wenn B(M) (vergl. Def. 2,2) 
den Inhalt 0 hat. 


Einige einfache Sätze und Begriffe. 


Die folgenden Sätze sind so einfach, daß ihre Beweise dem Leser 
überlassen werden können bzw. nur angedeutet zu werden brauchen. 

Satz a. Zwei Grundmengen aus B sind entweder fremd, oder die 
eine ist in der anderen enthalten. 

Satz b. B enthält nur abzählbar viele verschiedene Grundmengen. 

Definition a. 1. Jede Summe D von Grundmengen heißt eine 
offene Menge. 2. Das Komplement B— D =X einer offenen Menge 
heißt eine abgeschlossene Menge. 3. Eine Menge, die sowohl offen als 
auch abgeschlossen ist, heißt eine a — 0-Menge (vergl. Def. 2,3). 

Satz c. 1. Jede Summe von beliebig (auch überabzählbar) vielen 
offenen Mengen ist offen. (Beweis: Def. a 1.) 

2. Der Durchschnitt von endlich vielen offenen Mengen ist offen. 
(Beweis: Für 2 offene Mengen). 

3. Die Summe von endlich vielen abgeschlossenen Mengen ist ab- 
geschlossen. (Beweis: 


U, =B— O0, 4%, =B-%, U +4, =B—D,dD.). 
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4. Der Durchschnitt von beliebig (auch überabzählbar) vielen ab- 
geschlossenen Mengen ist abgeschlossen (Beweis: Y,=B—0O, 
Durchschnitt der Y, = B— Summe der Q,). 

5. Die Differenz einer offenen und einer abgeschlossenen Menge ist 
offen (Beweis: O— A =D9(B— A =D.) 

6. Die Differenz einer abgeschlossenen und einer offenen Menge ist 
abgeschlossen (Beweis: Y— D =WU(B— 9) =AW). 

Definition b. 1. Ein Mengensystem heißt ein Mengenkörper, 
wenn ihm mit je zwei Mengen WM undNauchM +N und falls bildbar 
auch WM — NR angehört. 

2. Ein Mengenkörper heißt ein o-Körper, wenn mit jeder Folge 
von Mengen aus dem Körper auch die Summe der Mengen dieser Folge 
ihm angehört. 

Satzd. Jedem Mengenkörper gehört mit je zwei Mengen DW und 
auch deren Durchschnitt MN an. 

(Beweis: Es gilt MN =N — (MAN — MM). 

Satz e. Die 8,-Mengen aus B bilden einen Mengenkörper R,. 
(Beweis: Def. a, 3 und Satz c). 

Satz f. Jede offene Menge D ist bis auf die Reihenfolge eindeutig 
als Summe von größten in D als echte Teile enthaltenen paarweise 
fremden Grundmengen darstellbar. (Beweis: Folgt aus Satz a). 

Definition c. Ist D eine offene Menge und 


O=E+E+EBE+... 
die Satz f genügende Summendarstellung, so heißt 
O=E,+E, +E,+... 
die Normalform von D. 
Die Normalform einer Grundmenge n-ter Stufe ist also ihre Zer- 
legung in Grundmengen (n + 1)-ter Stufe! 


Nur die leere Menge, die ja auch zu den offenen Mengen rechnet, 
besitzt keine Normalform! 


Disposition. 
Unsere Überlegungen werden sich, wie folgt, gliedern: 
A. Wir nehmen an, daß für je zwei fremde Mengen X und ® aus 


8 gilt IAHB) = IM) + IB). 
Wenn Axiom VII in $ gelten soll, so muß es speziell für die Zer- 
legung jeder Grundmenge E'"’n-ter Stufe in paarweise fremde Grund- 
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mengen E{n+" (n + 1)-ter Stufe, also für Ein = 3 E{n+V gelten, 
2 


es muß also sein 
(+) I (Ein?) — Zn) 
4 


Wir zeigen, daß man, wenn dies gilt, jeder Menge « des Systems 
K, der a-o-Mengen (Def. 2,3) eine Zahl I(«) eindeutig so zuordnen 
kann, daß die Axiome T', IT‘, IIT’, IV’, VT, VIF, VIIY und IX’ 
also alle Axiome außer V’ und X’ erfüllt sind. 

Eine Transformation dieser Inhalte durch eine stetige echt mono- 
tone wachsende Funktion f(x), mit f(0) = 0, gibt wieder eine Be- 
wertung von $},, die den genannten Axiomen genügt. Dies entspricht 
dem regulären Fall (Satz 2,1). 

Wir geben aber auch ein Beispiel für eine irreguläre den Axiomen 
genügende Bewertung von fi, der also keine Umrechnung durch 
eine echt monotone stetige Funktion entspricht, nämlich das auf 
Satz 2,1, Teil I, folgende. 

B. $, enthält ein kleinstes System f, das alle Grundmengen ent- 
hält und in dem ebenfalls die genannten Axiome gelten. Wir zeigen, 
daß dies f unter Beibehaltung seiner Bewertungen zu einem fl, um- 
fassenden System $?, erweitert werden kann, in dem auch noch die 
Axiome V’ und X’ erfüllt sind. 


A. Die additive Inhaltsbewertung von $,. 
Ein = 3, EintV sei die Normalform der Grundmenge Ein n-ter 


Stufe. Darm gelte stets 
(+) IE) = ZI(Eiatn) 

also das Axiom VII’ speziell für die Normalformen der Grundmengen. 

(Konstruktiv beginne man mit I(E? =B) = 2 I (EP), und gehe 
dann zu den E{l) über, um die Widerspruchsfreiheit der Vorausset- 
zung (+) zu übersehen). 

Wir beweisen zunächst den 

Hauptsatz von A. 

Ist eine offene Menge D auf zwei Arten in paarweise fremde Grund- 
mengen zerlegt 

E+E+BE,+..=-0=-E+E+E+... 
so gilt 
ZIE)-Z1) 
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Beweis. Den folgenden, außerordentlich eleganten Beweis ver- 
danke ich Herrn Th. Kaluza. 


I.NO)=E +E&E,+E, +... sei die Normalform von 2. 
2.30)=E,+BE,+E,+.... sei eine beliebige Zerlegung von 
OD in paarweise fremde Grundmengen. 


3. Es sei |3 (9)| = Z1m). 


Ist dann H eine Grundmenge und H =H%W +H® +H® ... 
deren Normalform, so gilt nach 3. und (+). 

4. |R(H)| = ZIH®) = 1 (H). 

Wir wollen beweisen: 

Es gilt stets |R(D)| = |3 (O)|, also auch zI (E,) 21 (E}), wie 
behauptet. 

I. Wir zeigen den Satz zunächst für den Spezialfall D=H. 

Es sei also R(H) =H®W +H!® +H%® +... die Normalform von 
H,und3(H) =E,+E,+E,-+... eine beliebige Zerlegung von 
H in paarweise fremde Grundmengen. 

Daraus folgt 

a) Jedes H'" besitzt eine Zerlegung 3 (IH) in paarweise fremde 
Mengen E aus $ (H) da ja dieH" größte echte Teilgrundmengen von 
H sind. 

b) Aus |R(H)| + |3(H)]| folgt, daß auch für mindestens ein 
H"” =H* gelten muß |R(H*)| # |3 (H*)|, wo 3(H*) die nach a) 
existierende Zerlegung von H* in die Grundmengen aus 3 (H) be- 
deutet. 

b) beweisen wir indirekt, indem wir zeigen, daß aus |%(H)]| 
= |3(H")]| gültig für jedes v entgegen der Annahme in b) folgen 
würde |IN(H)|=|3 (H)|. 

Zu diesem Zweck betrachten wir die Zerlegung: 

INZIH)= Z 2H"E, Dann ist Hr — ZHWE, —= 3(H") die Zer- 


legung von Ho in Grundmengen aus %( (H), da ja HE, entweder 
leer oder gleich E, ist, und zu” E,=H"H =H" gilt. 


Weiter ist E, = ZuWE, oe rechts steht nur ein einziger nicht- 


leerer Summand, weil die H'” paarweise fremde, größte echte Teil- 
grundmengen von HH sind. 
Man hat nun 


IN 3 IH) = Z{ZIH"E)} = 33H") |=EIRH)| 
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also nach 4. 
RZ] = 2 14) = |R(H)|=IH) 


und 


IRBI = Z{EIH"E))= SIE) [ICH | 
Somit gilt |R(H)| = |3 (H)| und b) ist bewiesen. 


Aus |N(H)| + |3 (H)]| folgt also die Existenz einer Schachtelung 
von Grundmengen H >H,* >H,* >H,* >... wo jedesH* Summe 
von Grundmengen aus 38 (H) und jedesH* von höherer Stufe als sein 
Vorgänger ist. 

Der Durchschnitt der H* ist somit eine einzige Anschreibfolge N1*. 
Dies R* muß in genau einem E* von 3 (H) enthalten sein. Es müßte 
also, da R* in jedem H* liegt und H* Summe von Grundmengen aus 
3(H) ist, dies E* in jedemH* liegen, also auch im Durchschnitt aller 
H*. Da aber dieser Durchschnitt nur aus N* besteht, kann das nicht 
der Fall sein. 

Unsere Annahme |%(H)| =+ |3 (H)] ist somit falsch und I. daher 
bewiesen. 

II. Es bleibt zu zeigen, daß der Satz für jedes OÖ gilt. Es sei also 
N(D) und 3(D) wie in 1. und 2. erklärt und entsprechend |R (9) | 
und |3 (DO) |. Wir bildennun N3](O)=Z SEE. E=%LEE, ist 

„i A 
wieder eine Zerlegung #(E,) in Grundmengen aus 3 (DO). und 
E,=%E,E, hat nur den einzigen Grundmengensummanden E,. 


Nachl. ist |3 (E,) |= |R (E,)]|, also nach 4. | (E,)|=I(E,) und 
außerdem gilt I(E,) =& I(E,E,). 
Aus |NZI(O)| = SIE, E,) folgt also 
„iı 
[REIS = LEI EE)}<L|SE)I-EIE)- | RO)| 


und 


[RIO = (EL E)}- ZIE)- 130D)) 


Somit ist |R(O)| =|3 (O)| und der Hauptsatz ist bewiesen. 

Auf Grund dieses Satzes erklären wir: 

Definition A. Inhalt der a-o-Mengen. 

Ist o. eine a-0-Mengeund«e =E,+E,+E,+... eine beliebige 


Zerlegung von « in paarweise fremde Grundmengen, so sei 
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I(e)=21(£E,) 
der Inhait von «. 

Nun gilt der 

Satz A. Die Inhalte der a-o-Mengen, also der Mengen des Körpers 
R,, genügen den Axiomen T, IT‘, IIY', IV’, VY, VIT, VIII und IX’. 
Dasselbe gili natürlich für die Inhalte jedes Teeilkörpers (dessen Men- 
gen also sämtlich Mengen aus SR, sind) erst recht. 

Beweis. T—IV’ ist selbstverständlich. VT’ und VI folgt aus 
Satz A. VIII bzw. IX’ gilt mit ö(e) <e bzw. $(n) <n. 

Von dieser additiven Inhaltsbestimmung für $%, kann man sofort 
zu nichtadditiven übergehen, indem man die Inhalte durch eine 
monoton wachsende stetige Funktion f(x) = x mit f(0) = 0 trans- 
formiert. Man sieht mühelos, daß auch für eine so transformierte 
Inhaltsbestimmung die in Satz A genannten Axiome gültig bleiben. 

Das Beispiel für irreguläreWahrscheinlichkeitsfelder (anschließend 
an Satz 2,1) zeigt, daß es für f auch irreguläre denselben Axiomen 
genügende Inhaltsbestimmungen gibt, die nicht durch solche Trans- 
formationen aus additiven entstehen. 

B.!) Erweiterung des Körpers f und seiner Inhaltsbe- 
stimmung zum Körper $, aller Inhaltsmengen und zum 
c-Körper 8, aller meßbaren Mengen. 

Es gibt einen kleinsten Körper fin R,, der alle Grundmengen ent- 
hält; eristder Durchschnitt aller Körper aus $,, die jede Grundmenge 
enthalten. Dieser Durchschnitt muß ein Körper sein, denn mit 
2 Mengen des Durchschnitts liegt ja auch deren Summe und falls 
bildbar deren Differenz in jedem der Körper, ebenso gehört jede 
Grundmenge dem Durchschnittskörper f an. Für die Mengen aus f 
und ihre Inhalte gelten dann alle Axiome bis auf V’ und X. 

Unser Ziel ist, einmal den Körper f unter Festhalten der Inhalts- 
größen seiner Mengen so zu dem größeren Körper $, aller Inhalts- 
mengen zu erweitern, daß in $, alle 10 Axiome erfüllt sind. Das 
zweite Ziel ist, nun den Körper $, unter Festhalten der Inhalts- 
größen seiner Mengen so zu einem o-Körper $}, zu erweitern, daß in 
ihm alle 10 Axiome erfüllt sind und speziell Axiom III’ in der ver- 
schärften Form, daß mit jeder Mengenfolge aus $, auch deren 
Summe zu $, gehört. 


1!) Die Ausführungen unter B. decken sich großen Teils wörtlich mit der 
schon genannten Arbeit E. Tormier „Maß- und Inhaltstheorien, in denen die 
Additivität der Maße nur im Unendlichkleinen gefordert wird‘. Preuß. Akad. 
d. Wiss. 1941. 
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Die wesentlichsten Sätze der Maß- und Inhaltstheorie werden be- 
wiesen, weil sie zur Ableitung der Behauptungen des ersten Teils 
erforderlich sind. 

Ihe wir an diese Körpererweiterungen selbst herangehen, wollen 
wir als notwendige Vorbereitung dazu 4 Sätze beweisen. 

Satz 1. Gehören «,, &, &, ... sowohl wie «a = Ya, zuf, so gilt stets 


Le) = lim 1[ Le). 


(Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung des Zerlegungsaxioms VII’ 
auf nicht notwendig fremde Summanden). 
Beweis. Es gilt für jedes n und auch fürn — oo 


Zur=ur 7) +1; (+ W))+--. 


n-1) 
+ (ana. 2% 1; 
wo die Summanden rechts wegen Axiom III’ und IV’ nun paarweise 
fremde Mengen aus £ sind. Somit folgt der Satz aus dem Zerlegungs- 
axiom VII. 

Satz 2.«k (,k=1,2,3,...) seien Mengen aus f. a,,0, 4%, ... 
sei eine lineare Umordnung der ak, so daß also gleiche Mengen im 
quadratischen und linearen Schema gleich oft — eventuell abzählbar 
oft — auftreten. Dann gilt 


lim im 1[2 >.) = im 1| 3er). 


no lo vol k=1 
Beweis. Wir führen den Beweis in zwei Teilen: 
1. Es gilt 


salk=1 ©) y=1 


Fa m n 
„im Jim 1(% Sorl> „lima I [3:) 
2. Es gilt 
„im lim I (% Zur) lim I (&: ) 


=o 1. yalkel 


1. und 2. ergeben dann zusammen den Satz: 

1. Wir fassen bei festem n unter den &,, &% ..., &n alle «k mit 
gleichem Index k zusammen, wobei wir eventuell für verschiedene k 
gleiche Mengen alle zum kleinsten k rechnen wollen. Dies gibtr<n 
Klassen von Mengen für die Werte k,, k,, ..., kr. Wir haben also 
für alle m> Max (k,, k, - -, Er) bei hinreichend großem 1 
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ne Z as 


vel sl kel 
Daraus folgt nach Axiom VT as angewendet 
n \ /ı 
1(3«)< 123 >> sh im ı| >» B> N slim lim 1x Er) 
a : \vs1ksı ”/ \ve1 ka1 
Hiermit ist 1. bewiesen. 
2. Um 2. zu beweisen bestimmen wir bei festem 1 und m die Zahl 
n, so, daß fürn zn, gilt 
I 5 2 > üb; 
v=1 kel 


Daraus folgt wieder nach Axiom VT 


{(&u)21(2 $) also lim ‚1[$«)21($ 2a) 


v=1 \v= =lk=el 
Da die letzte Ungleichung für alle l, m Fu folgt 
u 
im 1(3.)>din Im 1(3 32) 
Hiermit ist 2. und also der ganze Satz bewiesen. 


Satz3.cok(v,k=1,2,3,...) seien Mengen aus f und für jedes k 
gelte dasselbe von 


>> ak = ok 
vel 
Ist &, &g, &g, . .. eine lineare Umordnung der ak, so gilt 


lim I (3#)=ji lim (3), 


m+e \kel 
Beweis. Es ist 
oaA+ta®-+... +am= 2 (ei +02 +...+aR) 
Satz 1. ergibt also für jedes m 
I(al+a®...-+am) = im ID [et a4 eg +a)) 
Daraus folgt nach Satz 2. 


m un m \ 
lim 1(&« lim im iz 2) = im 12) 
m—o k=-1 H; \r=1 v1 “7 n=o 


Hiermit ist Satz 3. bewiesen. 


71 


Satz 4. Sind a, &y &y, -.. sowohl wie By, Ba By -.. sämtlich 
Mengen aus { und ist 
tt, +... -ptrfothrt.-.. 
so folgt 
, [m \ j [m \ 
im I Bi %) = lim I 2 Bo) 


Beweis. Wir setzen: «®=«,ß,. Dann sind 
o on 

ok=o, und Vol=ß, 

1 k=1 


ya 


Mengen aus f. Ist nun al, a®, «®, ... eine lineare Umordnung der 
ak, so folgt nach Satz 3 
e /m \ j /ım im I [= \ 
Jim, 1( 3 «.)= lim I (ir = im 1(3 8) 


Hiermit ist Satz 4 bewiesen. 
Jetzt sind wir in der Lage mit unseren Erweiterungen des Körpers 
f zu beginnen. 
Auf Grund von Satz 4. dürfen wir erklären: 
Definition 1. Ist D eine offene Menge und ist 
D=n tn ++ o..,, 
wo die «, zu t gehören, so heißt 


{m 
|0]= Jim 1 [3 «) 
mr» v=l 


das „Maß“ von D und D heißt „meßbar“. 

Satz 5. Gehört die offene Menge D zu f selbst (jede Menge von f ist 
als Grundmengensumme offen) so gilt 

Id) = |d|. 

Beweis. Dies folgt aus Def. 1. und Satz 1. unmittelbar. 

Satz 6. Sind D und D’ offene Mengen und gilt D > OD’, so folgt 
ID 2 [1]. 

Beweis. It Oo=u + +%+... und V=untuitn+... 
mit Summanden aus f und setzt man 


B= & u, 
k+v=i 
so gilt 
DV=-V= DR. 
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Nun ist fürnsN 

n N 

I ßı< do. 

Au0 2=0 
Somit folgt nach Axiom VI’ und Def. 1. 

15 ı[$ im ıl$ 
Pr = a rn A ke Ol. 
Daher gilt auch 
a 
101 = im 1[%B,)< 10] 
womit Satz 6 bewiesen ist. 


Satz 7. ZJED =D, + +08; + ..., wo die Dy — nicht not- 
wendig fremde — offene Mengen sind, so ist 


ID| = lim | 2 0 
k=1 
Beweis. Ist Oy = ok + ak vr . mit Summanden aus f, so gilt 
5 [ > «= 2, Ox- 
»s1 \k=1 


Nach Def. 1 ist also für koden m 


im 1 (2 )=|3 3 Du 


I>@ »=1k=1 
Ist nun «,, &,, &, ... eine lineare onen der ok, so gilt 
%e,=D. Also folgt nach Satz 2 und Def. 1 


„im | lim [3 2.2)- lim, I (3. = 19]. 


+ valkel 

Aus dieser und der vorigen fin folgt der Satz. 

Jetzt können wir dazu übergehen, den Körper $, der Mengen mit 
Inhalt und den o-Körper $, der meßbaren Mengen festzulegen. 

Offenbar ist es anschaulich vernünftig von einer Menge M zu 
sagen, sie sei „fast offen“ = „meßbar“ (bzw. sie habe Inhalt), 
wenn sie durch Addition von beliebig kleinen offenen Mengen (bzw. 
beliebig kleinen {-Mengen) zu einer offenen Menge (bzw. zu einer 
Menge aus f) gemacht werden kann. 

Deshalb erklären wir: 

Definition 2. Eine Menge M heißt „meßbar“, wenn es zu jedem 
e > 0 eine offene Menge 9, = D.(M, e) so gibt, daß |D,|< e ist 


und gilt M + DO, = D° mit offenem D*. 
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Definition 2*. Eine Menge Dt hat „Inhalt‘‘, wenn es zu jedem 

& > 0 eine t-Menge &, = a,(M, e) so gibt, daß I(e,) < e ist und gilt 
M + u, = a! mit a aus !. 

Diese beiden Definitionen sind gleichwertig mit den aus folgender 
Überlegung entspringenden: 

Es ist anschaulich vernünftig, von einer Menge M zu sagen, sie 
sei „fast offen‘‘ = meßbar (bzw. sie sei fast f-Menge = Inhalts- 
menge) wenn es unter den bereits definierten meßbaren Mengen 
(bzw. Mengen mit Inhalt) solche gibt, die Mt enthalten, von denen 
aber nach Herausschneiden von M beliebig wenig übrigbleibt. 

Definition 2a. Eine Menge M < B heißt meßbar, wenn es zu 
jedem e > 0 zwei offene Mengen D* und D, gibt, so daß D,>M, 
DM <D, und |D,| <e gilt. 

Definition 2a*. Eine Menge M < B hat „Inhalt, wenn es zu 
jedem > 0 zwei { Mengen «® und «, gibt, sodaß >M, —M<o, 
und I(x,) <e gilt. 

Über diese Definitionen gilt der Satz: 

Satz 8. Def. 2 und Def. 2a bzw. Def. 2* und Def. 2a* sind gleich- 
werlig. 

Beweis. In Def. 2* bzw. Def. 2a* kann man offenbar DO, < ©° 
bzw. 0, <a‘ voraussetzen, wie die Durchschnittsbildung der Un- 
gleichungen mit D° bzw. «, lehrt. Unter dieser Voraussetzung aber 
folgt die Behauptung. 

Satz 9. Jede offene Menge ist auch nach Def. 2 meßbar. 

Satz 9*. Jede Menge « aus hat auch nach Def. 2* Inhalt. 

Beweis. Man wähle =D und 9, =o («=a und, =0), 
dann ist Def. 2 (Def. 2*) für jedes e > 0 erfüllt. 

Satz 10. Jede Menge mit Inhalt ist meßbar. 

Beweis. Folgt unmittelbar aus Def. 2 und Def. 2*, da ja «’ und o, 
als Mengen aus f auch offene Mengen sind. 

Satz 11. Ist e > 0 vorgegeben, so gibt es Zahlen e, > 0, so daß aus 
[D,| < s,, O, offen, stets folgt 
zdD, 


Beweis. Wir wählen zu e nach dem Stetigkeitsaxiom e,< 8 () - 


€ 


It 9, =al+o2-+a2+... mit Mengen aus f, so setzen wir 
n 
O2= Ya}, so daß also DR Menge aus f ist und I (OM)< 8 B gilt, 
del 
da |D,|< e, sein sollte. 
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Dann folgt für jedes m und n 


E 


KO+D4+ 04... + M<atnt tm: 


Daraus ergibt sich aber für jedes m nach Def. 1 


E E E 
ID Dt. Ha SsztEt ..o + m- 
Daher liefert Satz 7 
Fo, 
Satz 12. It D=0,+%+&%+ ... eine Darstellung der offenen 
Menge D durch fremde Mengen aus t, so gilt 


lim | Do, 


t>o |,>t 


=0. 


Beweis. Wäre Jim | Zu | > 24 > 0, so wäre für jedes t 
2 |4>t u 


n 
lim I 2n. 
u (3 2) > En 
Es gäbe somit für jedes t ein %ı so daß gilt 
I (ar + rot --. tu) > 


Also gäbe es in f unendlich viele paarweise fremde Mengen vom 
Inhalt größer als n. 

Wir wollen sie mit A,, A,, A, ... bezeichnen. Dann würde aus 
dem Monotonieaxiom folgen 


I(A,+A,;+... +An) >I(A, +A, +... + An-ı)+ 9m) 
und durch Rekursion 
I(A,+A,+...+An)>n%(n) 


für jedes n. Dies ist aber unmöglich, da ja stets I (& a) sI(B) 


gelten muß. Satz 12 ist also bewiesen. 

Satz 13. Die meßbaren Mengen bilden einen o-Körper R,. 

Satz 13*, Die Mengen mit Inhalt bilden einen Körper $,. (Zum 
Körperbegriff vergl. Def. b). 

Beweis. Wir zeigen zunächst, daß die Summe von abzählbar vielen 
meßbaren Mengen M,, M,, My; ... (endlich vielen Mengen mit 
Inhalt M,, M, ..., Mn) wieder meßbar ist (Inhalt hat). 
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Es sei e > 0 vorgegeben und die e, > 0 gemäß Satz 11 gewählt. 
Ferner gelte 
M, +9, = D° mit |D,| <e, 
(M, +, =0” mitl(e,) < e,) 
Dann ist 


2 0, 


vol 


> 


55 M,+ 2 2 MR > 9% mit 


v=1 


n n n /ı \ \ 
(3 M+ %a, = ar mit (2 &) <e). 
vol Aal vol 


v=l 
Somit ist nach Def. 2 (Def. 2*) also >> SM, meßbar (hat > M, 
val vol 


Inhalt). 
Da aus M > W stets folgt 
M—M =B— (B—-M) +M)} 
genügt es zum Beweis der Differenzeigenschaft zu zeigen, daß mit 
M stets auch B— M meßbar ist (Inhalt hat). 

Wir zeigen speziell, daß mit offenem DO auch B— OD meßbar ist 
(daß mit« ausfauch B— « Inhalt hat, ist trivial). 

Ist nämlich DO =«a, +, +0, +... eine Summanderstellung 
der offenen Menge D durch paarweise fremde Mengen aus f, so gilt 
identisch 

B—9D) + (any tn + ---)=B— (u ++... +) 
Die runde Klammer links ist für großes n nach Satz 12 eine offene 
Menge beliebig kleinen Maßes, also ist da die rechte Seite sogar eine 
f-Menge, B— OD nach Def. 2 meßbar. 

Es sei nun allgemein M meßbar (Wi habe Inhalt) und e > 0 sei 
fest vorgegeben. Dann seien zu diesem e zwei Zahlen e, > 0 und 
&, > 0 so gewählt, daß aus |DO,]| <e, und |D,|< &, DO, und ©, 
offen stets folgt |D, + D,| <e (bzw. daß aus I(«,) <e, und 
I(&,) < &,, &, und «, aus f stets folgt I(a, + %,) < e). Nach Satz 11 
ist diese Wahl von e, und e, möglich. 

Gemäß Def. 2 (Def. 2*) gelte 

DE —M <dD, mit |D,| < si 

(a —M <a, mit I(e,) <e,) 
Aus der Identität 

B—-M = (B— 9%) + (8 — M) 

(B-M) = (Bar) + (ar — WM) 
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folgt durch beiderseitige Addition von D, > DO!— M (a, >aı— M) 
(B-M)+ 9, = (B— D9)+ (DO — M)+D,=(B—-0)+0,=N 
(B-M)+,=(B— ar) + (WM) +a,=(B—ar)+a,=N) 
wo N als Summe zweier meßbarer Mengen (zweier Mengen mit In- 
halt) meßbar ist (Inhalt hat). Wir wählen zu nach Def. 2a (Def. 2a*) 
D,, (@.,) so, daß gilt 

N+D,= Dr mit |O.|<g 

(N+a, = eo" mit I(e,) <e) 
Beiderseitige Addition von O,, («.,) ergibt also 


(B—-M+(D,+0)=N+D,=0" 
(B-M+ao,+0)=N+0,=ei). 
Nach Erklärung von e, und e, ist aber 
9. +D.l<e (lm +0) <e) 
Da diese Mengensummen offen sind (zu f gehören) folgt aus Def. 2 
(Def. 2*), daß B — Wt meßbar ist (Inhalt hat). 
Hiermit ist Satz 13 (Satz 13*) bewiesen. 
Bisher waren den meßbaren Mengen mit Ausnahme der offenen 
Mengen keine Zahlen als „Maße‘“ zugeordnet. Das soll jetzt ge- 


schehen, ebenso für die Mengen aus $.,. 
Definition 3. Ist M mefßbar, so heißt 


|M| = fin inf |O] 
DOM 


das „Maß von M, wo D alle M bedeckenden offenen Mengen durch- 
läuft. 
Definition 3*. Hat WM Inhalt, so heißt 
I(M) = fin inf I(«) 
a>M 


der Inhalt von M, wo « alle M überdeckenden Mengen aus t durch- 
läuft. 

Satz 14. Ist M eine offene Menge, so stimmen die nach Def. I und 
Def. 3 MM zugeordneten Maße überein. 

Satz 14*. Ist M eine Menge aus f, so stimmen die nach Axiom I 
und Def. 3* M zugeordneten Inhalte überein. 

Beweis. Dies folgt nach Satz 6 (Axiom VT), da M die M über- 
deckende offene Menge kleinsten Maßes (WM die NM überdeckende 
Menge kleinsten Inhalts aus f) ist. 
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Wir beweisen nun zwei Sätze, die sozusagen die Gültigkeit von 
Axiom VT in den Körpern f£, bzw. $}, aussprechen. 

Satz 15. (Teilmengensatz für 8,). (Axiom VT). [EM > WM 
und gehören beide Mengen zu S,, so gilt 

IM| 2 ||. 

Satz 15*. Teilmengensatz für $,. (Axiom VT). /t M > WM 

und gehören beide Mengen zu R,, so gilt 
IM) 2 IM). 

Beweis. Jede M überdeckende offene Menge (Menge aus f) über- 
deckt auch W'. Def. 3 (Def. 3*) ergibt also die Behauptung. 

Es gibt noch eine andere Art, den Körper $, und seine Inhalte fest- 
zulegen, auf die wir der Form des Axioms V’ wegen eingehen müssen. 

Definition 4. Ist M eine beliebige Menge, so heißt 

IM) = fin inf I(«) 
a> NM 

der „äußere Inhalt‘ von WM, wenn « alle Wi überdeckenden Mengen 
aus f, durchläuft. 

Definition 5. Ist M eine beliebige Menge, so heißt 


I(M) =fin aup I(o«') 
a'c 
der „innere Inhalt“ von M, wenn a’ alle in M enthaltenen Mengen 
aus E durchläuft. 
Satz 16. M hat dann und nur dann Inhalt, wenn I (M) = I(M) gilt 
und dann ist 
IM) = IM) = IM). 
Beweis. 1. Wir zeigen daß aus I (M) = IM) für jedes e > 0 die 
Existenz zweier Mengen «® und «, aus f folgt, so daß gilt 
AEIM, «e — M<ea,und I(a)< e. 
Das heißt also, daß It nach Def. 2a* Inhalt hat. Wir wählen $ = $(e) 
nach dem MonotonieaxiomIX’ und «>M>a’ mit I(«)—I(v’)<%-(e), 
was wegen I (M) — I(M) möglich ist. Nun setzen wir 
«=ceund„,=u.— « 
dann ist « > Mund — M< a, erfüllt und wegen 
I(® +(« — «)— I(®) < %e) 
folgt nach dem Monotonieaxiom: I(«,) = I(a — )<e. 
M hat also nach Def. 2a* Inhalt und es folgt nach Def. 3* 
LM) = IM) = IM). 
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2. Nunmehr müssen wir zeigen, daß umgekehrt für jede Menge M 
aus $, auch I(M) = I(M) gilt. 

Es sei e > 0 vorgegeben. Zu e wird 8=$(e) > O nach dem Stetig- 
keitsaxiom VIII’ gewählt. Nach Def. 2a* gibt es in f Mengen «? 
und «, so, daß gilt 

IM — Mc<ea,undI(e,) < 2. 
Dann ist 
0 — u, < M. 
Nach dem Stetigkeitsaxiom aber folgt 
Io?) = If? — o,) + 0} < Ila® —u,) + e. 

Somit gilt I(M) = IM), da ja e beliebig klein gewählt werden 
kann. 

Satz 17. Für jede Menge Wi aus R, gilt 

Im) = |M|. 

Beweis. Daß |M | existiert, d. h. daß M zu f, gehört, sagt Satz 10. 

Aus Def. 3 und Def. 3* folgt sofort 
Im) 2 |M], 


da ja jede Menge aus f auch offen ist, die Zahlen I(o), > Mt, also 
eine Teilmenge der Zahlen |DO|, O >M durchlaufen, da I(«) = |«| 
nach Satz 5 gilt. 

Andererseits folgt aus « < M stets I(’)= |v’| s |M]| nach dem 
Teilmengensatz 15. Somit gilt nach Satz 16 und Def. 5 


IM) s|M|. 
Hiermit ist die Behauptung bewiesen. 
Um $, von $}, aus vollständig zu beherrschen, brauchen wir ein 
Kriterium dafür, wann eine Menge aus $, zu f, gehört. Ein solches 


Kriterium wird später in Satz 29 gegeben werden. 
Satz 18. Ist ({M,} eine Folge meßbarer Mengen so gilt 


lim >> M, — Em, =0. 


n—» vel 


(Der Satz ist eine Verallgemeinerung von Satz 12.) 
Beweis. Er erfolgt in drei Schritten: 
1. Der Satz gilt, wenn die Mengen Dt, aus?sind. Man hat nämlich 


MM HMMM MM MEMI +... 
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mit paarweise fremden Summanden aus f. Da die entsprechende 
n 
Formel für 3 M, gilt, folgt unser Satz im Spezialfall 1 aus Satz 12. 


v-l 

2. Der Satz gilt, wenn die M, offene Mengen sind. 

Ist e > 0 vorgegeben, so bestimmen wir gemäß Satz 11 Zahlen 
Ey Ep & ... Mit e, > 0. Dann zerlegen wir W, =09, =0’+u, 
in einen Summanden OD’ aus f und eine dazu fremde offene Menge 
o,, für die |w,| < e, gilt. Da ja die offene Menge W, als Summe 
paarweise fremder Mengen aus £ darstellbar ist, gibt es nach Satz 12 
eine solche Zerlegung. 

Nun gilt 

E) n [ o n \ © 
9-72 D,< [2 V— Z0)+Io, 
vl yv.l v1 vl ] val 

Nach 1. können wir n so groß wählen, daß das Maß der Menge in 
der Klammer rechts kleiner als &, ist. Dann folgt nach Satz 11 der 
Wahl der e, wegen 

L) n 

% OD, — 23 D, 
vol ‚1 
für hinreichend großes n. 

Auch im Spezialfall 2 ist somit unser Satz bewiesen. 

3. Die M, seien beliebige meßbare Mengen. Wieder wählen wir ge- 
mäß Satz 11 zu e> 0 Zahlen &, &, &9 &y -... Gemäß Def. 2a 
werden offene Mengen D% und D,, so gewählt, daB 9 -_M,<OD, 
und |D,,| < s, gilt, fürv =1, 2,3, .... Nun ist 


IE 


% 


EM— Zn, < 2 0° — EN, - [2.0 Zoot + 


v=l vol J 
n n \ © n \ 1} 
e. | z Der — m, & | zZ Der — z Dr + z (DF—M,). 


Daher hat man 
EM, IM, < 3 — 0! + 20, 


Nach 2. wird das Maß der geschweiften Klammer für alle hin- 
reichend großen n kleiner als e,. Nach Satz 11 gilt also für alle hin- 
reichend großen n 


EN,— IM, a 


v=l1 
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da ja die geschweifte Klammer nach der Maßdefinition 3 mit einer 
offenen Menge vom Maße kleiner als e, bedeckt werden kann. 
Hiermit ist Satz 18 vollständig bewiesen. 
Nunmehr zeigen wir, daß das Stetigkeitsaxiom VIII’ sich von f 
auf St, also auch auf $, fortpflanzt. 
Satz 19. (Stetigkeitssatz in 8,). 
Zu jedem e > 0 gibt es ein $=Ö(e) > 0 50, daß wenn M und R 
zu SR, gehören aus |R| < 8, stets folgt 
|MHNI— |M| <e. 
Satz 19*. (Stetigkeitssatz in $). 
Zu jedem e > O gibt es ein d=Ö(e) > 0, so, daß wenn a« und PB zu 
%, gehören aus I(ß) < 8, stets folgt 
I(@ +ß)— Ile) <e. 
Beweis. Da für jede Menge aus $£, der Inhalt mit ihrem Maß über- 


einstimmt, ist Satz 19* eine unmittelbare Folge von Satz 19, der 


also allein bewiesen zu werden braucht. 
/ 
Ist e>0 vorgegeben, so wählen wir $=8 [2 
. ‘ 


keitsaxiom VIIT. 
Ist nun |%| < 8 so wählen wir eine offene Menge A>% für die 
ebenfalls |Q] < 5 gilt. Diese Wahl ist nach Def. 3 möglich: Aus 


demselben Grund kann man DO > WM so wählen, daß |D| < |M| + & 


) nach dem Stetig- 
/ 


ist. Endlich wurde n, so gewählt, daß für die Teilsummen DO" bzw. 
Qn der n ersten Summanden einer festen Darstellung von O bzw. Q 
durch paarweise fremde f-Mengen für n > .n, stets gilt 


1(9°+09)+3>|0+0]. 
Die Wahl von n, ist möglich, da nach Def. 1 gilt 
lim IO+O)=[O-+N|. 
Man hat also 
IMA+N|S|O+O]< ZH ID + M— DO) <z+Z+I(D") 


nach dem Stetigkeitsaxiom. Also folgt 
IM+RISIO+ N] Sim Kon) +4e=lO| +je<[Mi+e. 


Hiermit ist der Stetigkeitssatz für $}, bewiesen. 
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Nunmehr wollen wir zeigen, daß in $, also auch in $?, das Zer- 
legungsaxiom VII als Satz gilt 

Satz 20. (Verallgemeinerter Zerlegungssatz in 8,). 

Ist {M,} eine Folge meßbarer Mengen, so gilt 


Em\-|ı | 


vel v=l 


Satz 20*. (Verallgemeinerter Zerlegungssatz in $}). 


lim 


no 


Ist {«,} eine Folge von Mengen mit Inhalt und hat auch )2 6, 
vol 


Inhalt, so gilt 
[ 
u ı(&«)=(E.) 

Beweis. Da für jede Menge aus $, ihr Inhalt mit ihrem Maß über- 
einstimmt, ist Satz 20* eine unmittelbare Folge von Satz 20, der 
also allein bewiesen zu werden braucht. 

Es gilt identisch 


ZM- IM, + | IM, — Em. 
Nach Satz 18 wird das Maß der geschweiften Klammer rechts für 
hinreichend großes n beliebig klein. Nach dem Stetigkeitssatz 19 
EM, 


v=1 


und 


unterscheidet sich also 


großes n beliebig wenig, wie unser Satz behauptet. 

Nunmehr kommen wir zum Fundamentalsatz der Maßtheorie. 
Wir wollen deshalb kurz an einige mengentheoretische Begriffe er- 
innern, nämlich an die Begriffe der oberen und unteren Grenzmenge 
einer Mengenfolge und an den Begriff der Konvergenz einer Mengen- 
folge sowie denihrer Grenzmenge. 

Definition 6. Ist {M,),v=1, 2, 3, ... eine beliebige Mengen- 
folge, so heißt die Gesamtheit der Elemente die unendlich vielen I, 
angehören die obere Grenzmenge — im M, — der Folge, während 


die Gesamtheit der Elemente, die allen’ Mengen M, bis auf endlich 
viele angehören, die untere Grenzmenge — lim M, — der Folge 


vo 


heißt. Stimmen lim lim NM, und lim Mt, überein, so heißt die Mengen- 


vo 


folge NM, konvergent und im M, = Jim M, = ‚im M, wird dann 


als die Grenzmenge der Folge Bazetthneh 
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Satz 21. (Fundamentalsatz der Maßtheorie). 
Ist {M,) eine Folge meßbarer Mengen, so Do 


Jim M, 's lim IM ‚sim | IM, 


Beweis. Daß > stnenain Mengen meßbar sind, ergibt sich 
daraus, daß $}, o-Körper ist und daß Jim M, bzw. im I, offenbar 


wie folgt ausgedrückt werden können. "Setzen wir 

Mm, HM, t+ Miet 5 MM Mu Mirı- - - 
so ist 

im N,=,5%..;1m M=-, +, ++... 


va 


Der Beweis selbst verläuft dann wie folgt: 
1. Ist {M}} eine Folge meßbarer Mengen, so gilt 


lim |MHM; > Mr | =|M MM; er | 
Man hat nämlich 
[+] -} n n 
2 B—-M,) =B— I W; z (B—MW) =B— IIM, 
y= v=1 ve ya 
also 
2 (B a 2 (B Be IM. — Im. 
y= vo yv- vol 
Nach Satz 18 folgt daher 
lim 
no |y.1 


Nun ist aber identisch 
fm = Am, + [mw 1m; | 
v=-1 vel vl vo 


Nach dem Stetigkeitssatz 19 unterscheidet sich also 


und 


Im, 
v-1 


IIM, 
v= 1 
hauptet. 

2. Wegen 


1 2&< ‚t, und zm> = mM 


‚>n ‚>n+ »>n s>n+l 


für hinreichend großes n beliebig wenig, so wie es 1. be- 


ist stets 
N N 
BB [IMMI=- IM SM < EM, =- I [ EM). 


n=1 »>n ‚»>N »>N o=rl\>n 
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Also hat man 


N 
ZN m) 


nel \r>n 
_—— 


£ „m EM, 


I r>n 


lim 


—o 


My x Im |m, 


<s lim 
No 


Nach 1. gilt aber unter ren der oben genannten Formeln 


lim > M, I ( 2 RL.) „im, My 
No. u ‚>n nel »>n No 

und nach Satz 20 ist 
li =| lim My |. 
Ne n=1 3 (IM \ N=l ‚>n Kern a 


Hiermit ist der Fundamentalsatz bewiesen. 

Unser nächstes Ziel ist, zu zeigen, daß sich auch das Monotonie- 
axiom IX’ vont als Satz auf $,, also a fortiori auch auf $, fort 
pflanzt. 

Satz 22. /st M meßbar, so gilt 

MI =fi 
IM] =fin sup |U, 
wo A alle in Dt enthaltenen abgeschlossenen Mengen (Def. a) durchläuft. 

Sind ferner DM und W zwei fremde meßbare Mengen und durchläuft 
U alle in M, U alle in WM’ enthaltenen abgeschlossenen Mengen, so ist 

|M + W| =fin sup | X + W|. 

Beweis. Zu jedem e > 0 werde gemäß Satz19 ö=d(e) bestimmt. 
Da B—M meßbar ist, kann man nach Def. 2a D° und DO, so 
wählen, daß gilt 

0° — (B—M) < D, mit |O,| < 8 
Dann folgt wegen 9° — (B— MM) =M— (B— 9°) 
M—(B—-ON) <D 
somit |M — (B— D°)| s |D,| < 8 wo B— OD? abgeschlossen ist. 
Nach Satz 19 folgt somit aus 

M = (B— 9°) + (M — (B— O9) stets |M| < |B— ©] + e. 

Da B— 0° abgeschlossen ist, ist der erste Teil des Satzes be- 
wiesen. 

Zum Beweise des zweiten Teils wählen wir zud = $(e) zwei Zahlen 
8, und 8, so, daß stets aus |O,| < d, und |D,| < 3, folgt |D, + Dal 
< 8. Dies ist nach Satz 11 möglich. 

Darauf bestimmen wir D%, D,, D%, D,, so daß gilt 
0% — (B —M)< D,,5|0s, | = 81; 0% — (B—W) & Ds; [D,,| < Ö9. 
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Dann gilt wie oben auch 
M — (B— 9%) < D, und W — (B— D%) < D,, also 
MM —(B-D89)+(B—-DN <Dd,+D, 
mit |O, + ©,, | < 8. Somit folgt aus 
2rE SIB-99) BI) Fr #3) 
nach Satz 19 
|M+M|<|(B— D%) + (B— O%| + e. 
Da B — D% bzw. B— D% in Wi bzw. WM’ enthaltene abgeschlossene 
Mengen sind, ist der zweite Teil des Satzes bewiesen. 

Nunmehr beweisen wir 

Satz 23. (Monotoniesatz in $,). 

In jedem n > 0 gibt es ein $=%9(n) > 0, so, daß wenn WM und 
N zu 8, gehören und fremd sind, aus |M +HN| — |M]| < (u) stets 
folgt IN <n- 

Satz 23* (Monotoniesatzin ft). 

Zu jedem n > O gibt es ein 4 = %(n) > 0, so, daß wenn « und ß zu 
8, gehören und fremd sind, aus I(@ + ß) — I(o) < Y(n) stets folgt 
Ip) <n. 

Beweis. Dal(@-+ß)=|« + P|, Ia) = |«| und I(ß) = |P| gilt, 
folgt 23* unmittelbar aus 23. Es genügt also Satz 23 zu beweisen. 

Diesen Beweis führen wir in zwei Schritten. 

1. M und R seien abgeschlossene Mengen. 

Dann sei &,, &, &, ... eine Folge von f-Mengen, die gegen M 
und ß,, Ba, Pa, -.. eine Folge von f-Mengen, die gegen W% konver- 
giert (vergl. Def. 6). Solche Folgen gibt es, denn st MW =B— 9, 
O=E+EB,+E,+..,0%=E+BE,+... + En so leisten 
die Mengen «&n = B — OD" das Verlangte und entsprechend für. 


\ } 
Wir wählen $ = s[ n) nach dem Monotonieaxiom IX’. 
vs 


Es sei nun 
IMHNI— |MI<H. 


Wir haben zu zeigen, daß daraus |%] < n folgt. Da die Folge 
(&n + Bn) gegen M -+N konvergiert folgt nach Satz 21 für alle 
hinreichend großen n 


Ian + (Ba — &nßn)} — I(an) < 2. 
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Somit nach dem Monotonieaxiom 
I(Bn — an Br) < 2. 
Da Bn — &nßn gegen N konvergiert, folgt wieder nach Satz 21 
|; N 
IN] = lim I(Pn — onßn) SI <n. 
Im Spezialfall 1. ist also der Satz bewiesen. 
2. M und R seien beliebige fremde meßbare Mengen und es gelte 
[MEHN| — |MI < 9. 
q\ 
Wir setzen d=9— {IM + R| — |M]} und „ =Min (a ;) also 
gleich der kleineren der beiden Zahlen d und 2. WU,, V, seien ab- 


geschlossene Teilmengen von M und B,, ®, seien abgeschlossene 


Teilmengen von ®%. 
Nach Satz 22 können sie so gewählt werden, daß gilt 


MR + Bl <e MU] <u RI || < u. 

Daraus folgt 

MN U +UL+Bı + B;| <u IM — |%, + X:| <u, 

RI |dı + | <u. 

Aus U + +Bı+B|S|MHN| und |, +, |<u— |M] 
folgt 

U ++ u + <u+ MN |N|s 

sda+ MHRNI— |M| =}. 

Also hat man nach 1., da ja X, + V, und ®, + ®B, abgeschlossene 
fremde Mengen sind 


IS +81} 


also folgt aus | N] < |, + B| +e: N] < ei +u<sn. 
Hiermit ist der Satz bewiesen. 


Bisher haben wir die Gültigkeit aller Axiome in fl, mit Ausnahme 
der Axiome V’ (Vollständigkeitsaxiom) und X’ (Minimalaxiom) be- 


wiesen. 
Wir wollen nun zeigen, daß auch diese beiden für $, gelten, daß 


$, also der durch die Axiome charakterisierte Bereich ist. 
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Satz 24. (Vollständigkeitssatz in 8). 

Gibt es für eine Teilmenge & von B Mengen Un und Bn aus R,, so 
daß Un <E< Bun güt und die Differenz I(Bn) — I(Un) bei wachsen- 
dem beliebig klein wird, so gehört & zu R.. 

Beweis. Es sei e > 0 vorgegeben, und es gelte 


18.) - I) <z- 


Da ®n und %n zu $t, gehören, gibt es nach Satz 16 zwei f-Mengen 
ß > Bu und < An so daß gilt 


I (ß) — I(8)) < 


wm 


I(Un)—I(a)<£. 
Somit folgt 
I(ß) — I(e) < + ai IB) — In) < e. 


Es gilt also B >C > «a und I(ß) — I(«e) <e. 

Nach Satz 16 gehört also & zu $}.. 

Es bleibt noch zu zeigen 

Satz 25. Minimalsatz X’ in $t.. 

St, ist der kleinste Körper, der den Axiomen I!—IX’ genügt. 

Beweis. Der den Axiomen ’—IX’ genügende kleinste Körper muß 
nach Axiom II’ den Körper f enthalten. Also nach Axiom V’ und 
Satz 16 jede Menge aus $,. $, ist somit der kleinste Körper. 

Entsprechend, wie wir mit Hilfe der Def. 4 und 5 zu einer neuen 
Erkenntnis über den Inhalt (Satz 16) gekommen sind, wollen wir 
dasselbe beim Maßbegriff versuchen. 

Definition 7. Ist M eine beliebige Menge, so heißt 

M = fin inf |O]| 
OHM 

das „äußere Maß“ von M, wenn D alle WM überdeckenden offenen 
Mengen durchläuft. 

Dies ist das Analogon zu Def. 4, und das zu Def. 5: 

Definition 8. Ist WM eine beliebige Menge, so heißt 

M —fin sup |U] 
ACM 

das „innere Maß“ von W, wenn A alle in M enthaltenen abgeschlosse- 
nen Mengen durchläuft. 
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Satz 26. M ist dann und nur dann meßbar, wenn WM = M ist 
und dann gilt 


M-M=|N| 
Beweis. Wir zeigen zunächst, daß aus W = M für jedes e > 0 die 
Existenz zweier offener Mengen O* und D, folgt, so daß gilt 


DM O—-MCOdD,und |O,| <e. 


Das heißt also, daß Dt nach Def. 2a meßbar ist. 

Dazu wählen wir $=%(e) nach dem Monotoniesatz 23 und 
ODIMDAU so, daß |O]— |A]| <% gilt, was nach Def. 7 und 
Def. 8 möglich ist. 

Wir setzen 9° =D und 9, =D —N, so daß also DO >M und 
O— MOD, erfüllt ist. 

(DO, ist nach Satz c) offen). 

Wegen |A + (9 — | — [A] < $(e) folgt |O,| = |O — U <e. 
Somit ist die Meßbarkeit von M bewiesen und die Gleichung 
MM = (M) folgt nach Def. 3. 

“ Ist nun umgekehrt IM meßbar so folgt nach Satz 22 und den Def. 3 
und 7 und S die Gleichung M=M. 

Auf Grund dieser Ergebnisse könnten wir analog zu Satz 25 
zeigen, daß , der kleinste s-Körper ist, der den Axiomen ’—IX’ 
genügt. Da wir diese Tatsache nicht benötigen werden, verzichten 
wir auf den Beweis. 

Dagegen sind für uns außerordentlich wichtig zwei Kriterien, die 
zu entscheiden gestatten, ob eine Menge aus f}, schon zu dem 
kleineren Körper $£, gehört oder nicht. 

Dazu benötigen wir schon in Def. 2,2 genannte Begriffe, die wir 
hier nochmals anführen wollen. 

Definition 9. Ist M eine beliebige Menge, so heißt die Summe M* 
aller in M enthaltenen Grundmengen — M* ist also offen — der 
„kern“ von WM. 

Definition 10. Ist M* der Kern von Mt und (B— M)* der Kern 
von B—M, so heißt 

M—M*) + (B—M) — (B— MI = EM) 


die „Begrenzung“ von M oder von B—-M und WM — M* bzw. 
(B— M) — (B— M)* heißt der „Rand“ von M bzw. von B—M. 
Offenbar gilt auch 

BM) =B— M* — (B-M)*. 
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Satz 27.71M=-M, +M; +M; + ..., wo die M, paarweise 
Jremde Mengen aus $, sind und auch M zu R, gehört, so gehört auch 
die Summe jeder Teilfolge der M, zu R.. 

Beweis. N, durchlaufe die Teilfolge N, die restlichen M,. Wrr 
setzen R = IN, und W = ZW, und haben M =N+NW. Es sei 

v K 


weiter 

m ZNumdm-yN 

vo u=1 
Dann gilt, 
NENSM— Wr von Rn und M — Wn zu Sl, 

gehören und die Folgen Nr bzw. (M — Rn) mit wachsendem n 
gegen % konvergieren. Nach Satz 21 gilt also 
lim INn) —= lim IR) = iz lim IM — — Wr] = lim IM — WR). 


nD—oj no nv» | j n>» 

Somit gehört N nach Satz 24 zu $.. 

(Dieser Satz hat Wichtigkeit für die Wahrscheinlichkeitsrechnung, 
er sagt offenbar: Darf nach der Wahrscheinlichkeiteiner abzählbaren 
Alternative gefragt werden, so darf auch nach der Wahrscheinlich- 
keit jeder Teilalternative gefragt werden.) 

Zum Beweis unserer Inhaltskriterien benötigen wir noch zweier 
Hilfssätze. 

Hilfssatz 1. Ist M* der Kern einer beliebigen Menge M, so gilt 

IM) = |M*] 

Beweis. 1. Jede in M enthaltene f-Menge « ist auch in M* als 
Summe aller in M enthaltenen Grundmengen enthalten, es gilt also 
I(e) = |e| s |M*|. 

Nach Def. 5ist somit I(M) < a Ir 

2. Tet M*=E,+E,+E,+... die Normalform von M*, so ist 


ee Be eine in M enthaltene f-Menge. Die «„n konvergieren 
gegen "Mr, Nach Satz 21 folgt daraus 
Jim Tan) = [Mt] 
Es gibt also in M enthaltene f-Mengen, deren Inhalt sich be- 
liebig wenig von |Wt*| unterscheidet. Daraus folgt 


Im) > |M*|. 
1. und 2. zusammen ergeben den Hilfssatz 1. 
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Hilfssatz 2. Gilt für die Begrenzung B (M) einer Menge M die 
Gleichung |B(M)| = 0, so gilt auch I{B (M)) = 0. 

Beweis. Wegen B—- 8 = M*+ (B—W)* folgt nach Hilfssatz 1, 
wegen |B|=0 und weil B—% offen, also sein eigner Kern ist: 

IB) = |B|=|B— 8|=I(B— 8). 
Aus I(B— 3) sI(B) ergibt sich somit 
I(B— 8) sI(B— 8) also IIB— 8) =I(B— 8). 
B— 3 hat also Inhalt nach Satz 16. 
Daher hat 8 =B— (B— 9) ebenfalls Inhalt und es ist 
I =|%]=0 

Jetzt können wir zeigen: 

Satz 28. Eine Menge WM hat dann und nur dann Inhalt (gehört zu 
K,), wenn der Inhalt ihrer Begrenzung B (M) verschwindet. 

Beweis. Nach Def. 10 ist 

1. BM) (MM) + ((B— MW) — (B— M*. 

2. B—- EM) =M* + (B— M)* 
somit ist B— 8, wie jede offene Menge, ihr eigner Kern: 

B—-8=(B—B)*. 

a) Es sei I(B)= 0. 

Dann existiert wegen l.auch [IM —M*) und es ist [IM — M*) = 0, 
denn I(®)= 0 besagt, daß 8 mit f-Mengen beliebig kleinen Inhalts 
bedeckt werden kann, das gleiche gilt wegen 1. dann a fortiori für 
M — Mt. 

Da nun 8 Inhalt hat, gilt das gleiche für B— 3, da B Inhalt hat. 
Nach 2. hat also M* + (B— M)* Inhalt, wo beide Summanden 
fremd sind und jeder Summe von abzählbar vielen f-Mengen ist 
(Normalform). Nach Satz 27 hat also M* Inhalt. Da M — M* Inhalt 
hatte — wie schon bewiesen — hat also M* + (M — M*) =M Inhalt. 

Aus I(B) = 0 folgt somit, daß W Inhalt hat. 

b) M habe Inhalt. 

Dann hat auch B—M Inhalt und nach dem Hilfssatz 1 ist 

IM)=|M|=|M*| und IB—M)=|B—-M|= |(B—M)*| 

Wir zeigen nun, daß sowohl |M — M*| = 0 gilt als auch 

KB-N— (B-M*|=0. 
Wäre |M — M*| > 0, so gelte nach dem Monotoniesatz 23 
IM] =|M* HM M*)| > |M*| 


und 
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|B—M| = |(B— M)* + (B— MM) — (B— Mr] > |(B— M*| 
wenn |(B— WM) — (B— M)*| > 0 wäre. 

Des Widerspruchs wegen ist also 

|M — M*| = 0 und |(|B— M) — (B— M)*| = 0 

Daraus folgt nach Formel 1. für B(M) zunächst |B| = 0, da ja 
die beiden Summanden, wie eben gezeigt mit beliebig kleinen offenen 
Mengen bedeckbar sind, dasselbe also nach Satz 11 auch für ihre 
Summe B(M) gilt. Nach Hilfssatz 2 ist also auch I(®)=0 und 
Satz 28 bewiesen. 

Satz 29. Eine Menge M hat dann und nur dann Inhalt (gehört zu 
$,), wenn das Maß ihrer Begrenzung B(M) verschwindet. 

Beweis. a) Es sei |B| = 0. 

Aus Hilfssatz 2 folgt dann I(®) = 0, nach Satz 28 also folgt, daß 
Mt Inhalt hat. 

b) W habe Inhalt. 

Dann folgt aus Satz 28 I(8)=0. Es gilt also a fortiori |®| = 0. 

Hiermit ist unsere allgemeine Theorie, soweit sie für die Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung z. Zt. gebraucht wird, abgeschlossen. 


Übersicht. 

Das Wesentliche im Vorhergehenden ist, daß die in ? geltenden 
Axiome T’—IX’ sich auf $,, also auch auf $, fortpflanzen und daß 
der Fundamentalsatz der Maßtheorie — Satz 21 — gilt, sowie die 
Inhaltskriterien der Sätze 28 und 29. 

Es ist anzunehmen, daß dies Ziel auch erreichbar ist, wenn die 
Gleichmäßigkeitsforderungen in den Axiomen VIII’ und IX’ fallen 
gelassen werden, also nur Stetigkeit und echte Monotonie gefordert 
wird, gegebenenfalls unter Einfügung eines neuen Axionıs. 

Diese Frage ist z. Zt. unwichtig, sollten jedoch je die irregulären 
Wahrscheinlichkeitsfelder (Satz 2,1) reale Bedeutung gewinnen, so 
wäre die Frage nach dem Minimum der Forderungen, die das Ge- 
nannte leisten, außerordentlich bedeutsam. Eine solche Ab- 
schwächung würde ja sehr viel mehr Möglichkeiten für irreguläre 
Wahrscheinlichkeitsfelder eröffnen, als bei unseren Axiomen vor- 
handen sind. 


Die irreguläre Inhaltswahl. 


Definition 11. Wir sagen, in t gelten die „Additionsregeln für 
Ungleichungen‘“, wenn folgende Bedingung erfüllt ist: 


9X 


Sind «a, @, ß, ß Mengen aus t und ist au’ = 0, so folgt aus 
I(«) 2ZI(ß) und I(e’) zI(P) 
steis 
Ua+a)2IB+P). 


Definition 12. Die Inhaltsbewertung von t heißt „irregulär‘‘, 
wenn zwar die Axiome I’—IX’ erfüllt sind, aber nicht die Additions- 
regeln für Ungleichungen gilt, anderenfalls heißt sie regulär. 

Daß es irreguläre Inhaltsbewertungen gibt, lehrt das an Satz 2,1 
anschließende Beispiel. 

Zur Vereinfachung der Untersuchung dieser Fragen führen wir 
einen neuen Begriff ein. 

Definition 13. Hat eine einzelne Anschreibfolge R aus B positives 
Maß — |R]| > 0 — so soll sie ein „Pol“ der Bewertung heißen. Eni- 
hält eine Menge M keinen Pol, so heißt sie ‚„‚pollos““. 

Wir bemerken, daß die Pollosigkeit von B natürlich nicht etwa 
die Gültigkeit der Additionsregel für Ungleichungen zur Folge hat. 
Dies lehrt das oben angeführte Beispiel. 

Ehe wir zur Frage Regularität — Irregularität übergehen, be- 
weisen wir drei Sätze über pollose Mengen, deren letzter unser 
Hauptwerkzeug zur Klärung der genannten Frage sein wird. 

Satz 30. Ist M pollos und |M| > 0, so enthält M eine meßbare 
Teilmenge W, für die gilt 


IM| > |W|>0. 
Beweis. Es sei D > M eine offene Menge und O= ZE, die Nor- 


malform von DO. Die Mengen ME, können nicht sämtlich das Maß 0 
haben, da ihre Summe M ist. Es sei |ME| > 0. Ist dann |ME| < |M]| 
so gilt der Satz, ist dagegen |ME|= |M]| so sei E=ZE} die Normal- 
form von E. Die Mengen ME! können nicht sämtlich das Maß 0 
haben, da ihre Summe ME ist. Ist |ME!| > 0, so entweder |ME?| 
< |M| oder |ME!| = |M|. Bei Fortsetzung des Verfahrens muß 
sich ein |M EX|< |M| ergeben. Anderenfalls wäre |ME]| = |ME!]| = 
MEI|=... =|M|wo E>Ei>E?> ... gilt. Diese Grund- 
mengenfolge konvergiert nach einer einzigen Anschreibfolge. Wegen 
|EX| > |M]|, müßte nach Satz 21 diese Anschreibfolge ein Pol sein. 

Satz 31. Ist M eine pollose Menge und |M| > r > 0, so kann M 
als Summe einer Folge paarweise fremder meßbarer Mengen R, mit 
=> |R, |> 0 dargestellt werden. 
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Bewes. MM >Mı>M,> ... sei eine Folge meßbarer 
Teilmengen von M, so daß |M,| > |M, | giltfürv=0,1,2,.... 
Nach Satz 30 existiert eine solche Folge. 

Wir setzen M =-M, , —M, fürv=1,2,3,.... 

Dann sind die M! paarweise fremde Mengen und es ist stets 
|Mi| > 0. Sonst würde ja nach dem Stetigkeitssatz 19 aus 

Mi =M, + Mt folgen |M,_,| = |M,|. 
Außerdem gilt N=EM. M; = lim Mı. 

Nach Satz 18 gibt es eine Zahl n,, so daß gilt 
V-MM+MH.. +M +N%, mit |R| <r. 
Jetzt spalten wir von U =M +M+... +Mi, entsprechend 
eine Menge N, positiven Maßes mit |N,| < + ab und fahren so fort. 
Dieser Prozeß muß im Abzählbaren enden, da es nicht überab- 
zählbar viele paarweise fremde Mengen positiven Maßes geben kann. 
Denn sonst müßte es unter diesen abzählbar vielen Mengen vom 
Maße mindestens A > 0 bei geeignet gewähltem A geben, was dem 
Monotoniesatz 23 widerspricht. Somit haben wir eine Darstellung 
MEIN AN,HN,... mit paarweise fremden Mengen vom Maße 
kleiner als x. Sollte unser Prozeß schon im Endlichen abgebrochen 
sein, also nur endlich viele W, definiert haben, so wählen wir für das 
letzte, es sei Nm, eine Teilfolge Nm = >M >M>N,Z>... mit 

IN;| > |R,;ı |und setzen %a,, = N, —N,;ı fürv =0,1,2... 

Hiermit ist der Satz bewiesen. 

Satz 32. Ist M pollos, so gibt es zwei fremde meßbare Teilmengen 
M, und M, von M, für die M + N =M und |M,| = |M;| gilt. 

(Um Irrtümer zu vermeiden: M ist sozusagen halbierbar, aber es 
steht nicht fest, daß zwei verschiedene „Halbierungen“ von M 
wieder untereinander maßgleiche Mengen liefern!) 

Beweis. Offenbar kann man || > 0 voraussetzen. 

Wir wählen A, < M so daß gilt 


IM—A|—[Al=s>0. 


Diese Wahl ist nach Satz 31 des Stetigkeitssatzes 19 wegen 
möglich. 


Nun bestimmen wir d,=8 ei nach dem Stetigkeitssatz und zer- 
legen M — A, gemäß Satz 31 mit <Ö, 
MA, = UL MH.-- 
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Wen N =-A+U+A,+U;+ ... gibt es nach Satz 21, da 
M— A, — 3 A, gegen O und A, + 2 U, gegen Wt konvergiert, eine 
Zahl n, so daß gilt 

m &4, 
und außerdem 


>| + >| 


n-+l 
= A, + & U; 


Dann ist 


n + 
ms 34|-2<|m 4-2 % 


n €, 
s He A,+ zu, no 


n-+l1 
A+ IM, 


Somit folgt 


os |M—%|—-|&|=,<} 


wenn A, =A,+ > U, gesetzt wird. 
v1 


Nun bestimmen wir d$, =® n nach dem Stetigkeitssatz und 


zerlegen W— A, gemäß Satz 31 mit + <d, und fahren entsprechend 


fort. 
Das ergibt eine Folge 


ERCEKHE. ECM 


mit 
€ 
0os|M—A|— |A|=e < = 
Also gilt, wenn W,= 2A, und WM — M, gesetzt wird 


IMo| = | Mil. 

Hiermit ist der Satz bewiesen. 

Jetzt gehen wir zur Frage Regularität — Irregularität über. 

Zunächst wollen wir zeigen, daßwenn B selbst pollos ist, sich die 
Regularität vom f auf $, fortpflanzt. 

Satz 33. Ist B pollos und die Inhaltsbewertung von f regulär 
(Def. 12), so gilt in 8, die Additionsregel für Ungleichungen, d.h. 
aus |M|> |M| und |R|> |R |, MN =0, folgt |M AH NIS |M 


94 


+ |. Esgilt sogar genauer: Aus |M| > |W |, IN] > |F |, MN = 0, 
folgt | HN > IM HN |. 

Beweis. Der Beweis erfolgt in 4 Schritten. 

1. Essei |M| > |M | und |R% | >|R | außerdem MN = MN = 0. 
Die Annahme WR’ beinhaltet keine Einschränkung der Allgemein- 
heit, denn anderenfalls kann man WM’ = WM und” =-W — WM 
setzen, vW +W =M’ +" ist. 

Es seien nüun A\CM, WW, BON DB <NW abgeschlossene 
Mengen und es gelte |A| > |W | und |8| > ||. 

Diese Annahme darf nach Satz 22 gemacht werden. W,, B,, U; 
83, v=1l, 2, 3, ...., seien nach %W, 8, W, 8’ konvergierende 
Mengenfolgen aus f, deren Existenz nach dem im Beweis des Mono- 
toniesatzes 23 Gesagten für jede abgeschlossene Menge feststeht. 
Nach Satz 21 gilt somit für alle hinreichend großen v 


I (X,) °_ I (X,) und I (B, ug; U,B,) = I (8, a: AU,B,) 
somit folgt für diese v, da f regulär ist 
IA, + (8, —U,B} SI, + — WB). 
Der Grenzübergang liefert nach Satz 21 
A222 + 8%] Ä 
Daher gilt auch finsup |X+ ®|zfin sup |W + %| also nach 
Satz 22 
IMHNI SM HN]. 
2. Es sei 
MI = |M |, |N| > [FL MN=-MN =0. 
Dieser Fall kann auf den vorigen zurückgeführt werden, indem 
man M um ein beliebig kleines Stück von B— M — I vermehrt, 
oder indem man W' nun ein beliebig kleines Stück verkleinert. 
Für die so abgeänderten Mengen folgt dann die Behauptung aus 1. 
und daraus für unseren Fall aus dem Stetigkeitssatz 19. 
3. Es sei 
MS |M |, [N] = |, MN=-MN =0. 


Dieser Fall kann auf 2. zurückgeführt werden, indem man ent- 
weder N um ein beliebig kleines Stück von B— M— N vermehrt, 
oder indem man W’ um ein beliebig kleines Stück vermindert. Für 
die abgeänderten Mengen gilt der Satz dann nach 2. und daraus 
für unseren Fall selbst nach dem Stetigkeitssatz 19. 
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4. Aus 
IM 2 IM] |N| > [FI MN =-MN =0 
folgt 
IMHNI> |M HR] 
Wir verkleinern N zu N, um hinreichend wenig, so daß auch 
IN,| > |R| gilt. Dann folgt nach dem Bewiesenen | 
IMHN 2 |M HR] 
Nach dem Monotoniesatz 23 ist aber 
MN SIM IM FRNI>IMHN| 
wegen 
IN —N,| > 0, also IM + N > IM HN] 

Hiermit ist Satz 33 bewiesen. 

Jetzt folgt der Fundamentalsatz, der Auskunft über den Unter- 
schied zwischen Regularität und Irregularität gibt. 

Satz 34. B sei pollos und ft regulär. Dann kann man jeder Menge 
aus R, neue Maße {M} so zuordnen, daß für MM, = 0 {M, + M,} 
— {M,) + {M,} ist und {B} > 0 und daß es außerdem eine echt mono- 
tone stelige Funktion f(x) mit £(0)= 0 gibt, für die stets E({M}) = |M]| 
gilt. Für irregulares f ist das unmöglich. Bei pollosem B sind also alle 
regulären Bewertungen nur Transformationen dieser Art von additiven 
Bewertungen. 

Beweis. Der Pollosigkeit von B wegen können wir nach Satz 32 
B „halbieren‘‘ und dasselbe unbeschränkt mit den dadurch ent- 
stehenden Teilmengen tun. 

Demgemäß setzen wir 

B=Bi und B=BÜ’"'+ Bi’ mit 1sı s2a 
2° 2n Sa+l Z0+1 


und fremden Summanden, wo sein soll 


B? +1 B®* 
2 = 1 
dn*1 2n*1 


Ferner werde gesetzt 
m 
Ba=3Bi mitl1sm<S2ı. 
a is 
Endlich werde zugeordnet 


2. 
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Bm 
2a 
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Dann ist 
0.) Bs= — B 2m 
In LER! 
Dies folgt unmittelbar aus den Festsetzungen. 
Weiter gilt 


ß) Aus 3r > Bi folgt B.: 


zn’ 


Bn|> 
dn 


Nach o) nämlich kann man n =n’ voraussetzen und dann folgt 
die Ungleichung aus den Festsetzungen. 
Man hat weiter 


| 38 an je 
Es gilt nämlich 
m ö -m’ 
> B=- 5 E 
v-m’+1 50 z=1 35 


Diese Gleichung würde der ‚„Additionsregel für Ungleichungen“ 
wegen aus der ja „Gleiches zu Gleichem addiert, gibt Gleiches“ 
folgt, sich ergeben, wenn man wüßte, daß die Maße der Summanden 
links mit denen der Summanden rechts übereinstimmen, wenn man 
also wüßte, daß die „Halbierung‘‘ zweier maßgleichen Mengen 4 
maßgleiche Mengen liefert. Dies folgt nur bei Voraussetzung der 
Additionsregel für Ungleichungen. 

Ist nämlich |M| = |N|,M= WM, + M, MM, = 0, |M,| = |M;| 
undR=N HN, NN,=0, |Nı| = |N,| und wäre |M,| > |R,]| 
also auch |WM,| > |N,| so folgte nach Satz 33 


MM MI > N +R|= N. 


Dieses Widerspruchs wegen liefert also bei Gültigkeit der Addi- 
tionsregel für Ungleichungen die „Halbierung‘‘ zweier maßgleicher 
Mengen tatsächlich 4 maßgleiche Mengen und y) ist bewiesen. 

Aus ß) und y) folgt, da die Maße der Teilmengen genügend hoher 
Stufe des EINE 23 wegen beliebig klein werden müssen, 

8) Ist 5; ._ 2 und ihre Differenz hinreichend klein, so ist Bm 


S 
und | Bm’| beliebig wenig verschieden. 


2n 


Setzt man nun 
Ban 


20 


B)- 


so ist f* also auf der Menge der echten abbrechenden Dualbrüche 
eine echt monoton wachsende stetige Funktion, die nur auf eine 
Art für die Irrationalzahlen stetig ergänzt werden kann. »* sei die 
Umkehrfunktion von f*, also o*[f*(x)] =x. 

Dann folgt aus y) fürm > m’: 


7 m m 
uf | = p* [Bazı| = nn = 


-[sel=efel 


somit die gewöhnliche Addition als Verknüpfung. 
Setzt man nun — {B} > 0 beliebig vorgegeben — 


[Ba} = {B} | Bu’ | 


Bm — Ba’ 


2n | 


Bi 
za 


al 
und allgemein für jede meßbare Menge M 
{m} = {B} H* [MI], 
so hat man allen meßbaren Mengen additive Maße zugeordnet und 
es gilt aus Stetigkeitsgründen 


{MR} 
f* | —_) =f({M}) = |M|. 
(Br) my) = IM 


Es ist selbstverständlich daß eine irreguläre Bewertung nicht 
durch Transformation mit einer echt monotonen Funktion aus einer 
additiven erzeugbar sein kann, weil eine solche Transformation ja 
die „Additionsregel für Ungleichungen‘“ die im additiven Fall 
trivialerweise gilt, aufrechterhalten würde. 


Kap. II. Beweise und Bemerkungen zu Teil I 
Zuß$l 


Was hier Anschreibfolge genannt wird, hieß in den beiden im Vor- 
wort angegebenen Arbeiten „logischmögliche Realisierung‘. Die 
neue Bezeichnung ist den Sachverhalt adäquater. 
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Zu 82 

Beweis von Satz 2,1: vergl. Math. Anh. Satz 34. 

Beweis von Satz 2,2: Im Text bewiesen. 

Beweis von Satz 2,3: Jede solche Summe ist $,-Menge. 

Beweis von Satz 2,4: vergl. Math. Anh. Satz 16. 

Beweis von Satz 2,5: vergl. Math. Anh. Satz 28. 

Beweis von Satz 2,6: trivial. 

Beweis von Satz 2,7: vergl. Math. Anh. Satz e. 

Beweis von Satz 2,8: Ist B(W) nicht leer, so enthält B(A) eine 
Anschreibfolge R. Er sei die Grundmenge n-ter Stufe, die dem 
Anfangsabschnitt der Länge n von R entspricht. Man wähle die 
l(E») so, daß lim I(En) > 0 gilt. Diese Wahl ist mit den Axiomen 
verträglich. "" 


Zu 83. 

Beweis zu Satz 3,1: trivial. 

Beweis zu Satz 3,2. Wir beweisen Satz 3,6 und zeigen, daß es mit 
Satz 3,2 und Satz 3,5 gleichwertig ist. Zunächst müssen wir zu 
diesem Zweck Satz 3,4 beweisen. 

Beweis von Satz 3,4: 

a) Wir zeigen, daß wenn das Urbild jeder Grundmenge E’ aus B’ 
offen ist, die Stetigkeit folgt. Es sei Jim R=N. Angenommen es 


gälte nicht lim o(R,) = o(Nt); so müßte eine Grundmenge E’, die 


o(R) enthält, existieren, der unendlich viele p(R,) nicht angehören. 
Für unendlich viele p(R,) müßte also gelten E’p(R,) = 0. Darum 
folgt 

I HERR) = HEILER = DOPER,I = DON, 
wo D in B offen ist. Eine Grundmenge E der Normalform von O9 
enthält R, da E’o(R) enthielt. Für dies E folgt also auch ER, = 0 für 
unendlich viele u. Dies widerspricht der Voraussetzung Im #1, —N. 


yo 


Also muß auch gelten lim p(R,) = p(R) und a) ist bewiesen. 


b) Die Stetigkeit wird vorausgesetzt. Offenbar kann man, ent- 
sprechend wie auf der Geraden, den Stetigkeitsbegriff auch so fassen: 
p heißt stetig, wenn es zu jeder natürlichen Zahl n und Rt eine 


natürliche Zahl N =N(n, NW) so gibt, daß aus NS< T stets folgt 


j N 
FREE) < 
wo auch © aus B stammt. 
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E’n sei eine Grundmenge n-ter Stufe aus B’ und ® ein festge- 
wählter Punkt aus J(E’®), so daß also o(R) in E’n liegt. Zu n werde 
N=N(n, R) gemäß der Stetigkeitsdefinition gewählt. Ey} sei die 
Grundmenge N-ter Stufe, die N enthält. no jedes & aus Ey} 


gilt dann en der Abstandsdefinition RN& <x ,‚ woraus also folgt 
AR)A(5) = -. Da o(A) in E’n liegt, muß also auch Y(©) in E’n 


liegen. Also ik o(En)< E’". Hieraus aber folgt Ey < bfo(EN) 

& UE'n ). Mit R enthält also )(E’") die R enthaltende a 
Ei. Da Rein beliebiger Punkt aus d(E’n) war, ist also )(E’n) 
Summe von Grundmengen, was zu beweisen war. 


Beweis von Satz 3,6. 


Wir benötigen 2 Hilfssätze: 
Hilfssaiz 1. 
a,) Ist das Urbild jeder Grundmenge E, aus B, eine offene Menge 
aus B (d.h. ist die Abbildung stetig), so gilt für jede Menge X, < B.. 
BLAU) <UEBAU)) 
a,) Gilt für jede Grundmenge E, aus B, stets 
BIHEN}) <YIBEN 
so ist das Urbild von E, eine offene Menge aus B (d.h. die Ab- 


bildung ist stetig). 
b,) Ist das Bild jeder Grundmenge E aus B eine offene Menge aus 


B,, so gilt für jede Menge X, < Bı 
BEA DI BAU): 
b,) Gilt für das Bild jeder Grundmenge E aus B 
By le EB) >4L8 PB], 
so ist das Bild jeder Grundmenge E aus B eine offene Menge aus B.. 
Beweis. Zu a,). Aus A <A, folgt LAUF) < b(A,) also (JALr))* 
< (d(A))*. Der Stetigkeit wegen ist, weil U* offen, vr) 
= ((A#))* und somit KAT) < (db (A#))*. für jede Menge X, < B,. 
Daher folgt 
BA} = B— (yA))* — (B— YRA)* = YlBı) — (dA))* 
— (UBı — U))*. 
< y(Bı) Zz= ya) — — bl B, m A,)*} — b[B, nn Ur = (B, = A,)*] 
=y{d (A)}- 


Somit ist a,) bewiesen. 
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Zu a,) Ist E, Grundmenge aus B,, so ist ®(E,) leer, also auch 
V(B(E,)}. Der Ungleichung wegen ist also ® {V(E,)} leer und daherfolgt 
VE) — (HED)*+ [IB — HE) — [BYE] = BEN} =0. 
Also ist (E,) = (Y(E,))*. Somit ist )(E,) offen und die Abbildung 
stetig. 

Somit ist a,) bewiesen. 

Zu b,). Wir zeigen zunächst, daß wenn p(E) für jedes E offen ist, 
für jede Menge X, < B, gilt: YAF) > (U(A,))*. R sei ein innerer 
Punkt von 4(%,) d. h. in einer in W(W,) enthaltenen Grundmenge 
enthalten. Dann ist bei geeignet gewähltem E: YAU)>E>N. 
Daraus folgt sofort X, = p{L(AU,)} >o(E)>yp(R). Da p(E) offen 
ist, hat man A# > o(E) > y(R). Also ergibt sich 

var) >ytrE) JEDR. 
Jeder innere Punkt R von /(X,) liegt also in (A). Somit gilt wie 
behauptet b(A*) > (Y(AL))*. Entsprechend wie am Schluß des 
Beweises zu a,) folgert man daraus 
BEA) > BU): 
Somit ist b,) bewiesen. 
Zu b,): Aus BLU) > IB Ar), also aus 
B— (db (A,))* —_ (B > 4(A,))* > d[B, — ur — (B, — %,)*] 

folgt immer Y(A,*) > (Y(A,))*, hier also speziell UY(E)) > (U(p(E))* 
für jedes E. Ferner ist bei beliebigem offenen D: DU* = (OW)* 
denn ein innerer Punkt von DOW ist sowohl innerer Punkt von OÖ 
als auch von X, gehört also zu D und zu *. Andererseits ist ein 
Punkt, der sowohl zu O als auch zu A* gehört, ein innerer Punkt 
von DW gehört also zu (DW)*. 

Es sei nun p(E) = (p(E))* + R,, wo R, der Rand von o(E) ist. 
Daraus fogt mit fremden Summanden 


VeE)} = YelpE))*}+ YRı). 

Daraus folgt nach der ersten obigen Bemerkung wieder mit fremden 
S den: MR 

ER ptedE)) > [hielE)} ]* + YRı) 
und daraus nach der zweiten Bemerkung auch mit fremden Sum- 
manden 

Ey {o(E)} > [Ey{pE)} ]* + EyRı). 

Da E< Y{g(E)) folgt aus Ey{p(E)}) =E, wegen E*=E wieder mit 
fremden Summanden 


E>E-+ EUR,) also E=E+ EUWR,;)). 
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Somit ist Ey(R,) = 0. Es gibt also kein R aus E, so daß p(N}) in 
R, liegt, weil ja sonst N sowohl in Y(R,) als auch in E, also in 
Ey(R,) liegen müßte. R, ist also leer und p(E) = (p(E))* offen. 

Hiermit ist Hilfssatz 1 bewiesen. 

Hilfssatz 2. Ist M eine abgeschlossene Menge (d.h. es gilt B— O 
—=M mit offenem D) und WR ein vorgegebener Punkt aus B— M 
und gilt |M| =0, so kann man den Grundmengen E von B neue 
Maße — m(E) — die den Axiomen I—X genügen, so zuordnen, daß 
m(M) =0 und m(f) > 0 gilt. 

Beweis. E}, sei die Grundmenge 1-ter Stufe, die A enthält. 
Wir können voraussetzen, daß |Ey| > 0 gilt. Anderenfalls sei 
E,+BE,+E, +... =9=B—MW die Normalform von DO und 
die Maße der E, werden positiv und so gewählt, daß ihre Summe 1 
ist. Durch Zerlegung von E, in seine Normalform wählt man die 
Maße deren Grundmengen so, daß ihre Summe das Maß von E, ist, 
usw. 

Wir teilen nun die Grundmengen E von Bin drei Klassen: 


1. EE, =0. Dann sei m(E) = |E]. 

2. EE, =E und ER =0, dann sei m|E| =} JE]. 

3.ER=NR, dann sei m(E) =4{|Ey| + |E]) 

It E=E,+E,+E,+... die Normalform von E, so gilt 
offenbar stets m(E) = Zm(E,). Ist ferner OD eine offene Menge, die 


N nicht enthält, so ist 

m(D) =[01— 3 |DEy| < D|. 
Da || = ist, kann M durch offene, N nicht enthaltende, Mengen 
DO mit |O| < e bedeckt werden. Da für sie auch m(D) < e gilt, folgt 
m(M) = 0. Ferner ergibt 3. daß m(R) = |Eg| > 0 gilt. 

Hiermit ist Hilfssatz 2 bewiesen. 

Nun kann der Beweis zu Satz 3,6 geführt werden. 

Der Satz lautete: Die Forderungen I—IV sind dann und nur 
dann erfüllt, wenn für jede Menge X, < B, gilt 

BU = BA) 

Wir beweisen zunächst das „nur dann“, 

a) Nach den Feldaxiomen gehört jede Grundmenge E, aus B, 
zum Wahrscheinlichkeitsfeld der abgeleiteten Versuchsvorschrift. 
Nach I muß &(E,) zum Wahrscheinlichkeitsfeld der Ausgangsvor- 
schrift gehören. Enthielte ®(Y(E,)) einen Punkt R, so kann man 
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wegen IV die Metrik auch so wählen, daß |R| > 0 gilt. Nach Satz 29 
hätte dann b(E,) keinen Inhalt, könnte also nicht zum Wahrschein- 
lichkeitsfeld gehören. Somit ist B(Y(E,)) leer, es muß also Y(E,) zu 
St, gehören, also erst recht offen sein. Nach Hilfssatz 1a,) gilt somit 
für jede Menge X, < B, 
AI < HB) 
b) Wir setzen 
(FH EBAUI — VBA BU} =$ 
Nach Forderung II folgt wegen III. 
(*) Ist [BAY | = 0 so ist 0 = [BA |ı = [HE BA,)} | da aus 
BLAU) =0 auch IByA}) =0 folgt wegen Satz 28 und 

Satz 29. 

Ist nun Rein Punkt aus $, so ist wegen (+) N zu B{Y(X,)} fremd. 
Nach Hilfssatz 2, kaun man — was nach IV zulässig ist — im Falle 
IB{Y(A,}| = 0 eine neue Metrik so wählen, daß m| B{Y(A,)}] = 0 
und m(R)> 0 ist. Dann aber könnte wegen (+) nicht m| dB(A) ] — 
gelten, wie es (*) verlangt. Somit kann es kein solches R geben, 
% muß also leer sein. Dann aber folgt aus (+) 


BA) SUB M))- 
a) und b) zusammen ergeben, daß aus der Gültigkeit von I—IV 
für jede Menge X, < B, folgt 


(FH UA = UP M))- 

Das ‚‚nur dann“ unseres Satzes 3,6 ist also bewiesen. 

Jetzt müssen wir die Umkehrung, also das ‚dann‘ beweisen. 

Damit III gelten kann, müssen wir für jede $},1-Menge «, aus B, 
setzen: I,(«,) =1I{4(a,)}. 

Dieser Ansatz ist möglich, da der Stetigkeit von 9 wegen U(a,) 
stets },-Menge aus B ist. 

Daß in $,! nun die Feldaxiome I—X bis auf V und X gelten, ist 
unmittelbar klar. Deshalb kann I, zu einer Maßtheorie in B, er- 
weitert werden. Das Maß einer Menge NR, aus B, soll mit |R,|, be- 
zeichnet werden. 

Wir wollen jetzt zeigen, daß für jede abgeschlossene Menge Wt, 


IR Ml = ER). 
Es sei also BB — M, =D, also B, — d, = M, mit offenem 9... 


n 
Die Normalform von 9, si O9, =E!+E+E}+.... O= LE, 
ist dann Menge aus fl. Offenbar ist - 
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lim 92 = 9, und Y(D2) = B5 VW (Er), also 


‚im y(ON=Ey(EN = JE E)=Y9,) 


Setzen wir Win = B, — DI, so folgt 
ER ER ER 
und 


Jim yanz) = lim YB,— 2) -B— Jim HOD-B— 9) -4M,) 
Wegen I,(M2) = If} (MP)} folgt nach Satz 21 
|Mlı = lim I, Ms) = lim Irema)) = |pEM})| 


wie behauptet wurde. 

Aus der Gültigkeit von (++) folgt nun: 

a) Gehört )(Af) zu F, so ist |B{(W,)}| = 0 nach Satz 29. Da 
B(A,) in B, abgeschlossen ist, folgt nn dem eben Bewiesenen 
VBA | BA) >= 0. X, gehört alsonach Satz 29 zum Felde F\. 

Somit gilt die Forderung ]. 

b) Gehört A, zu F,, so ist |B(A,)|ı=0, also da der Stetigkeit 
wegen b{B(W,)} in B abgeschlossen ist, ist nach (++) auch 
|BIL(A)}]| = 0. Somit gehört nach Satz 29 )(W,) zu F. 

Also gilt Forderung II. 

Daß IV erfüllt ist, folgt, weil die Gültigkeit von I und II bei 
Voraussetzung von III unabhängig von Annahmen über die Metrik 
gezeigt wurde. 

Satz 3,6 ist also bewiesen. 

Beweis von Satz 3,2. Dieser Satz folgt unmittelbar aus Hilfssatz 1 
und Satz 3,6 und umgekehrt. 

Satz 3,3 ist trivial. 

Beweis von Satz 3,4: Wurde bereits geführt. 

Beweis von Satz 3,5: Folgt aus Satz 3,2 und Satz 3,4. 

Beweis von Satz 3,7: Trivial. 

Beweis von Satz 3,8: Neu ist Bedingung c). B(WX) muß wegen IV 
leer, also muß A $,-Menge sein. 

Beweis von Satz 3,9: Trivial. 

Beweis von Satz 3,10: Im Text geführt. 

Beweis von Satz 3,11: Trivial. 
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Zu 84. 

Beweis von Satz 4,1: Im Text geführt. 

Beweis von Satz 4,2: Trivial. 

Beweis von Satz 4,3. 

Da V, V, und V, regulär sind, gibt es nach Satz 34 stetige echt 
monotone Funktionen, die bei 0 verschwinden und bei 1 den Wert 
1 haben, £, f, und f, so, daß F =f(F+), F,=f,(F}) und F, =f,(F}) 
gilt. Wir haben also für alle Feldmengen X, aus F+ f [(F*, $, (4,))] 
=f, [F}, W,)]. Die Inhaltstheorie in F* läßt sich eindeutig zu einer 
Maßtheorie in B, erweitern. Aus Stetigkeitsgründen gilt also die 
Gleichung auch für die meßbaren Mengen X,. Ist g die Umkehr- 
funktion von f, so folgt 

(Fu) = gl, U) 
Setzen g(f,) =ff, so haben wir 
(IF, b, (A,)) — f#L (FT, A)] 

U, a7, U, ..., U seien paarweise fremde meßbare Mengen, 
deren Summe B, ist und es gelte (F}, |) = -, Diese Annahme ist 
möglich in Erweiterung von Satz 32. Die ),(Vj) sind ebenfalls 


n 
fremd und % 4,(WU) =B. Aus der obigen Gleichung folgt also 
an Bß 


durch Summation über v: 1=nff - 
ur 7 
BD + PH... +9 


l-mft a)+ [(F}, PH 4... + 90] 


Ist m <n so folgt aus 


-mit(2)4 # [CF UR+N) +... + (Ei, An] 
| — 
Also wegen - (1), 258 =H ze) 


n n n 


Also folgt, da 2 glle rationalen Zahlen zwischen 0 und 1 durch- 


laufen kann aus Stetigkeitsgründen ff(x)=x also wegen der Er- 
klärung von ff: f(x)=£,(x). Ebenso ergibt sich f(x) =f,(x). 
Hiermit ist der Satz bewiesen. 
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Beweis von Satz 4,4. 

Sowohl die offenen als auch die abgeschlossenen Mengen sind 
Grenzmengen von f,-Mengenfolgen. Daraus folgt mit Hilfe von 
Satz 21 mühelos, daß wenn WV, eine meßbare Menge aus B, und %, 
eine meßbare Menge aus B, ist (die Maße entstehen durch Er- 
weiterung der Bewertungen von F, bzw. F,), auch gilt 

Ax%| = AUıXxB;| |BıxNz| 
Durch die echt monotone stetige Funktion f(x) gehe nun das Feld F 
von V aus dem zugeordneten additiven Feld F* hervor. Die Maße 
der Erweiterung von F+ werden durch |R|; bezeichnet. Wr =|1, 
2,....,n seien meßbare Mengen der Erweiterung von F,. Sie seien 
paarweise fremd und ihre Summe sei B,. W, sei eine meßbare Menge 
der Erweiterung von F,. Dann gilt 

U xW| = |U,xB,| |B,x WU] = |UxB;| fLIBRxAZ]|;] also 

Ux WU]; = gt|Aı x B;| fLIB,xW%]|,]), also 


stUı x Ball} = 28 (IUıxB,|fIBx WE). 


Nun können bei Pollosigkeit (Def.13) die Zahlen |YX,xB,| und 
|B,xW2|,; unabhängig von einander das ganze Intervall (0, 1) 
durchlaufen, und man kann im Bedarfsfall die Mengen W} so 
wählen, daß |B,xW2|, für alle A=1,2,...,n konstant ist. (Er- 
weiterung von Satz 32). Setzen wir |X,x B,|=x und |B, x W|,=y, 
so haben wir also 
n n 
g(x) = Zsixilya) und Zyr= 1, 

wo die x und y, beliebige Zahlen des Intervalls (0, 1) sind. 

Die Annahme yı=} füri—=1,2, ::, n ergibt 


g(x) > Felxıl})} -ng|xt a} 


n—-mM 
n 


Der Ansatz y=y,== Yn=1, Ym+ı = n>m ergibt aber 


2 me ee} + ferne) 


also durch Einsetzen 
8) =B ix) + 8 [xtRZ)} also 
agree). 
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Da " —= alle rationalen Zahlen des Intervall (0, 1) durchläuft, 


folgt aus Stetigkeitsgründen 
z g(x)=gfx f(z)} mt 0 <z <|1. 
Setzt man f(z) =, also z = g(y) so folgt 


eR)sy)=sixtlg(y]} =glky) 
für alle x,y des Intervalls (0, 1). 

Diese Funktionalgleichung aber wird stetig und echt monoton 
wachsend nur durch g(x)=x* mit u >20 erfüllt. Somit ist auch 
f(x)=x’ mit v > 0. Nach dem Beweis von Satz 4,3 gilt also 

(Ft, b, (A) = (Er, A) und (E*, UM (U,)) => (EE U,) 
mit v > 0. Hiermit ist der erste Teil von Satz 4,4 bewiesen. 

Daß die Wahrscheinlichkeit (F, X) stets aus den Wahrscheinlich- 
keiten der Felder F, und F, berechenbar ist, sieht man so: 

Wenn X zum Wahrscheinlichkeitsfeld F gehört, gilt nach dem 
auf Satz 27 folgenden Hilfssatz 1 I(A) = |A*|. A* ist aber eine 
Summe von paarweise fremden Grundmengen E aus B. Nun ist ja 
E=E,xE, also E=W, (E,) : 4,(E,) = (E,xB,) (B,xE,). Es ist 
also (F+,E)= (F#, E,) (F#, E,). Also ist (F+, U*) berechenbar. 

Hiermit ist Satz 4,4 vollständig bewiesen. 


Zu 85. 
Alle Beweise sind im Text geführt. 
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